B4

Pisemka z 27.6.2006 — feSeni 2

2. [10b] Naleznéte Fourierovu transformaci funkce

f(w)_.z;‘-’-i-a?’ a >0
Nezapomeitte zdivodnit pribéh celého vypoftu.
Reseni:
Funkce z¥-r neni prvkem prostoru L'(R), je viak prvkem prostoru L*(R). Odtud plyne jednak, Ze jeji
Fourierova transformace musi byt poitdna jako hlavni hodnota integrélu, tj. jako
" R —omizt
fiey= lm [ H——rde, (3)

R—+oo f_ g 2 -+ a?

jednak, Ze vyslednd transformace f{E) nemusi byt spojita, bude viak prvkem prostoru L?(R). Déle je
dobré si viimnout, Ze f je lich4, a tedy i jeji Fourierova transformace bude.
Integral v (3) spofteme pomoci reziduové véty:

R —2rixk —2mizg —2wiz

T . Te zort ze . Ze ,
fl&) = lim —— d= "2 2ri Resi, —— = 2m —— = wie?™ot £<0. (4
R—too [_pg a? #*+a 22 |

Ono ,Pozor!* vye souvisi s omezenim ¢ < 0 a znamend toto: integrujeme pfes obvod ,horniho piilkruhu®
ze—2mizé , p(z)eiﬁr

a v uvedené chvili pouzivdme Jordanovoe lemma na funkei %7 T T G
horni polokruznici 3el k nule, musi byt jednak stupeh &itatele P men3i nez stupeii jmenovatele @ (coZ jed
a jednak v exponencidle tvaru %% musi byt 8 > 0. Vypolet (4) tedy plati pouze pro £ < 0.

Pro £ > 0 miZeme bud obdobné jako v (4) poditat pomoci reziduové véty, oviem tentokrat integrujeme
pfes obvod piilkruhu, leziciho v dolni poloroving - diky opafnému probihdni obvodu této kiivky vSak
nesmime zapomenout nésobit vysledek faktorem (—1). Nebo mizeme vyuZit znalosti o symetrii (lichost

-

f) a dostat rovnou

Aby pfislusny integrdl pres

F(€) = =mie™™¢, £>0. (5)

Pro £ = 0 dostaneme
R

xr
0) = lim ——de =0, 6
10) R4 f_gp x4 a® (6)
nebof se integruje lich4 funkce pres koneény interval symetricky kolem nuly.!
Celkové lze shrnout (4)-{6) pod spoleny zapis

Fle) = —misigng el feR. (7)

Ipfipadné 164 lze argumentovat tim, Ze fmusi byt lichd a tedy nulova v nule.
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3. [12b] Bud funkce f definovana jako cos £ na intervalu (—m,7) a viude jinde na re&lné ose necht je

funkee f nulova. Spo&téte f x £, tj. Fourierovu transformaci konvoluce funkece f se sebou samou.
Ndvod: PouZijte nejprve vzorec pro Fourierovu transformaci konvoluce. Odtivodnéte jeho pouiti!

Reseni: Je-li f € L!(R), plati m = f _;? Naje funkce je spojitd a nulova vng intervalu {—m, ), je tedy
jisté prvkem prostorn L' (R), proto lze uvedeny vzorec pouZit. Stadf tedy spoditat Fourierovu transformaci
a tu pak umocnit na druhou:

- oo . . ' ] | . »
f(g) [ f(fl?) e—Qﬂsz dr = / e—?mmf coSs g dxr = / e—Bmu:E , Eﬂ:—%f_ﬂ di —
— 00 . .

1 z r(i i 1 4 4 L2
5/ e""(f— i) d.’L'+ 5] g“c(_i_'"té)d.’lf, (5)
-1 &

pokud poufijeme vyjadfeni kosinu pomoci komplexni exponencily. Oba integraly v (5) lze spotitat pfimo,
protoze integrované funkce maji trividlni primitivni funkei, oviem nésledujici vypofet plati pouze pro

E;é:i:#:

- 1 o o 1 i—2mi 3 —2mi

= — m{§—2mif) _ —w(%~2miE) — = (erl-g-mig) _ -w(—g-Emid)) o
o = gl ¢ )+ e e ’ )

1 2. ¥} 1 2 %
_ . —anZig) : 2mdig) = jem2wtiE) _o2mRiE)) =
py (ze + ie ) e amic ( e e )
_ 2 cos 272§ 4 2 cos 272 _ 4C0$211'22£2: g#i__l__
1—drf  1+4nf — 1-16m% dm

Fourierova transformace funkee z L' (R) v¥ak musi byt spojitd, proto musi existovat vlastni limita vyrazu

% v bodech € = +4-. Ze sudosti f a tedy i f stafi napoditat limitu jen v jednom z téchto bodd
(mald vzpominka na blahé doby prvniho semestru), pfipadné pouzit pfimo vztah (5) pro £ = £ZL, jak se

vam chee. V kaZdém pfipads vyjde =. Celkové pak tedy

S semare)? E# Lk
(Fxh)(©) = Flo) Flo) = (55) )

2 — i
“-‘)1 f—:l:E
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3. {10b] Spoctéte Fourierovu transformaci funkee

1

Zrerir T

Do jakého z L* prostord pati tato funkee a jak¥ to mé vliv na vlastnosti v¥sledné transformace? (Tj.
lze-li nékterou » téchto vlastnosti vyusit, uéinte tak.)

ReSeni: Uvasovans funkce f(z) := 775 batii jak do prostoru L'(R), tak do prostoru LR}, a tedy
bude spojitd, L*-integrovatelnd funkee,
Kofeny jmenovatele jsou —3§ = 132@ a my méime

~ 00 e—21ri':n£ t,—2m'z£
= = dr =9 L
78 /;w 2 +:L'+1d$ MRES{—%”’?} 24+z+1 )

podle reziduové véty, aplikované na integral pfes obvod ,horniho pilkruhu. Oviem pozor: podle Jordanova
lemmatu péjde integral pfes ,rozpinajici se horni pilkrunici* k nule jen tehdy, kdyz bude v éitateli vyraz
e'® pro a > (. Je tedy vatah (4) pousitelny pouze pro £ < 0, a proto (pél v (—3 +i32§) je jednondsobny):

2w~ hivEe D

g TR 2R g eV
2A-1+i8y+1 V3

£E<0 = fl=2r

Pro & > 0 budeme integrovat pfes obvod ,dolnfho pilkruhu“, Nesmime zapomenout, 7e tedy bereme

do tfivahy reziduum v (—% -1 325) a dédle ze diky opaéné orientaci kfivky bude koeficient pied reziduem

¢,
a—2wi":

£>0 = f(é) 2mi A 2n ik e—mEV3
= —27T] ———————e———s = e .
2A-1-if)+1 V3

Oba ¢dsteéné vysledky je moZno zapsat jednotné pro pro £ # O
T 2r ri¢ —n|¢V3
= —=e"%e .

Protoze vSak vime, 7e f je spojita na celé redlné ose, plati vySe uvedeny vztah i pro { = 0. To ndm m.}.
(»bez potitani“} dava hodnotu integralu

- e dx 27
f(0)=fmm—‘f§-
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2. [10b] Spodtéte integral

3+ 2cosx

2T 2
/ {14+ 2cosx) i
0

pomoci reziduové véty. Vipodet okomentujte (odfivodnéte) s odvoldnim na tuto vétu.

Reseni:
Jde o standardni typ integrace ,raciondlni funkce v sinech a kosinech pies interval délky 2x". Integral se
plevede na kiivkovy komplexni integril pfes obvod jednotkového kruhu z funkce

1 (14241
iz (3+z+1)
Podle reziduové véty

/2” (1+2cosx)2d (22 + 2 +1)?
0

=2 Res,, ————————,
3+2cosz ﬂ1%1 e5022(22+32+2)
2z

protoze funkce f(z) := ;éz(—i;%% je holomorfni v celé komplexni roviné s vyjimkou t#i izolovanych singu-
larit, z nichz Z4dna nele#i na obvodu jednotkového kruhu. Kofeny kvadratického polynomu ve jmenovateli
jsou totis ‘T3 + 3{,—5, z nich pak leZl uvnitf jednotkového kruhu pouze #‘5 Potitame tedy reziduum
(oznatme jej R;) v tomto bodé (je tam jednoduchy pél f) a v nule (dvojnésobny pdl f), toto reziduum
oznadime R;.

Reziduum v nule spoéteme podle vzorce pro reziduum ve dvojndsobném pdlu: f nasobime vyrazem z2,
jednou zderivujeme, podélime 1! a dosadime nulu. Zamyslime-li se nad tim, co znamen4 dosadit nulu,
mizeme s vyhodou po derivovdni psat nulu misto vSech &lent;, které obsahuji néjaké z (tj. ,vynechat je

R, = ((z2+z+1)2)’

C20+04+1)(0+1){0+0+1) - (0+0+1)%(0+3) 2-3
2243242 -

= =-1.

{0+0+1)? 1

z=0

Reziduum v #‘5 d4 trochu vic prace: diky jednonésobnosti kofene ve jmenovateli sice miZeme vyu#it
pravidlo ,dosad do holomorfniho &itatele a do derivace jmenovatele“, ale kofen sim je trochu nepfijemny.
Ale ne moc:

2
- (22 ta4 1)2 _ (9—6!45:}:5 + —3;*;23{5: + 1) _ 28 — 12\/5
g 1= _22(22’4'3) z=_32¢3'— 14—46 5./5 - 7\/5_15_1
samoziejmé to d4 trochu Gprav. Celkové je tedy visledek
In P]

(14 2cos )2 43 - 19v5 8
e de =2+ R =2 ———— = = —=—27

/0 3+ 2cosx m(Fa + Ra) 5 — 15 vE

Posledni rovnost dostanete tak, Ze zlomek roziifite vyrazem (7+/5 + 15).
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2. [12b] Spoététe integral
f ® cos T dz
_x (2 —cosz)?

pomoci reziduové véty. Vypotet okomentujte (odiivodnéte) s odvolanim na tuto vitu.

Reseni:
Jde o standardni typ integrace ,racionalni funkce v sinech a kosinech pfes interval délky 2«“. Integral se
pievede na kiivkovy komplexni integral pfes obvod jednotkového kruhu z funkcee:

1 3(=z+13) __ 27+2
iz (2_¢1L)2 i(2% —4z+1)%7

2

Podle reziduové véty je

T COS X 227 + 2 2 +1
T coeg 4 =27 Y ReSemsy grp iy = 3 Resac ,
f_,, (2 — cos z)? ‘zoz‘ﬂ R (2 —dz + 1 IZ§1 (2 —dz +1)2

protoze funkce f(z) := (—:gi—i-g_}_—l)g je holomorfni v celé komplexni roviné s vyjimkou dvou izolovanych
singularit, z nichZ Zadni nele#l na obvodu jednotkového kruhu. Kofeny kvadratického polynomu ve jme-
novateli jsou totiz 2:£/3, z nich pak lez{ uvnitf jednotkového kruhu pouze 2 — /3. Pogitdme tedy reziduum
v tomto bodé (je tam dvojndsobny pél f):

Reziduum v 2 — /3 spoéteme podle vzorce pro reziduum ve dvojnisobném pélu: f ndsobime vyrazem
(z — 2 4+ v/3)?, jednou zderivujeme, podélime 1! a dosadime z = 2 — /3:

_ Z2+1 Hz=2-V3)2-(2+1).2.(z-2-3)
Res,_ 5 f(2) = ((2_2_\/5)2)

2=2—+/3 (2‘ -2- ‘/5)4 2=2—+/3
L 22-VE)(-2v3) -2(4-4v3+3+1)  -8/3+12-16+8V3 _
- (-2v3)! B 8-3v3 -
_ 4 V3
T 8.3/3 18"

Celkové je tedy vysledek

o (2—cosz)? I_%Tg 9

Tento piiklad je modifikaci p¥ikladu &. 2 z 5.6.2006. Srovnejte postup.

/” cosT . _ V3 2rv3




Pisemka z 18.09.2006 — feseni 3

3. [12b] Spoététe integral

[+
/ 4z arctg x gz

oo (TP +2)3

Ndyod: Nejprve se pomoci integrace per partes zbavte arkustangenty. Vypodet okomentujte (odiivodnéte)
s odvolanim na véty a postupy z pfednagky.

Regeni: Integrace per partes s u' = iy = u = —rigy, U = ACg T = v' = ey dévd
f°° 4xarctgmd3‘_ 1 arct mm +/°° 1 1 dsc—/m e
o @2 T T @ T T @ 21T T @@+ L)

hrani&ni éleny vypadnou, protofe arctg je v nekoneénu omezend a (—J;T_—}_—g)—g tam mé nulovou limitu. Dostali
jsme integral z raciondlni funkce, kterd nemd pdly na redlné ose, pies celou redlnou osu. ProtoZe stupefi
jmenovatele je alespoit 0 dva v&t3i neZ stupei {itatele, jde integrél pfes oblouk kruznice o poloméru R v
horni poloroviné k nule (pfi B — +00), podle modifikovaného Jordanova lemmatu, a tedy podle reziduové
véty aplikované na obvod ,horniho plilkrubu® o poloméru R:

1

oo de :
/ pmsee = 277 (Res, 5 +R£S=:)(22+2—)Q(ZQ_|_‘T)"

oo (22 +2)2(z2 + 1)

Reziduum v 7 je reziduum v jednoduchém pdlu, tedy dosazujeme do holomorini ¢asti a do derivace neho-
lomorfni #asti ve jmenovateli:

Resi—— L 1 ___1
22422241 (-1+2)2.2 0 207

Reziduum v iv2 je reziduum ve dvojnasobném pélu, tedy ndsobime (z — i\/f)g, jednou derivujeme, délime
1! a dosadime 1v/2:

-

Res, s —/——F7——— = ( 1 )r
MELRERD  \E+ivE D)/ |,
—2(z +iv2)(z* + 1) — 22(z +iv2)? 3
(24 iv/2)4(22 +1)2 imivE B
(—4iv2) - (-1)+8-2iv2 _ 5iv2 _ _5v2

16-9 16 166

Celkové tedy

o @Er2E T %~ 16i 8

o0 -
/ dwarctge —zm'(l _5;/_2) _ . _5m/2

Tento pfiklad je modifikaci pifkladu &. 3 z 5.6.2006. Srovnejte postup.




P

Pisemka z 11.09.2006 — feSeni 2

2. [11b] Spodtéte integral

T sin’z
—dzx
_p 2+cCOSZT

Redeni:
Jde o standardni typ integrace ,racionalni funkce v sinech a kosinech pies interval délky 27*. Integral se
pfevede na ki¥ivkovy komplexni integral pies obvod jednotkového kruhu z funkee:

1 (z - 1 (L) =1 -2 41

' arl 2% 2 4zt 1)
iz 24 2% i 22(22 +4z 4+ 1)
Podle reziduové véty je
-2 -
sin® & -1 24-22241 -2 +1
= D e —— (- Resymzo —5——77
—a 24cosT de = 2mi Z Res:= 2 22{2? + 4z + 1) (=m) Z B0 2222 + 42 + 1)

lzol<1 fzo]<1
protofe funkee f(z) := ;%ﬁ_ﬁ% je holomorfni v celé komplexnf roving s vyjimkou t# izolovanych singu-
larit, z nich% #4dn4 nele?i na obvodu jednotkového kruhu, Kofeny kvadratického polynomu ve jmenovateli
jsou totiz —2 + /3, z nich pak leii uvnitf jednotkového kruhu pouze -2+ V3. Potitdme tedy rezidunm
v tomto bodé (je tam jednoduchy pdl f) a v bodd nula (je tam jednoduchy pdl f).

Reziduum v 0 spoéteme podle vzorce pro reziduum ve dvojndsobném pélu: f nasobime vyrazem 2%, jednou
zderivujeme, podélime 1! a desadime z = 0:

(423 —42)(..) = (.. + D22+ 4)
(+1)2 z=0

=—4.

2 -224+1Y
+4z+1

Resg f(z) = (

z=0

Reziduum v 2 — /3 spoiteme dosazenim do holomorfni &4sti a do derivace neholomorfni £4sti jmenovatele;

W3- 2-2(v3-2)+1 _ 84-48V3
Res_y, 5 f(2) = VA3 2 = 3750 = 475) =2V3,

co¥ oviemn d4 trofku poditani (rozgifte posledni zlomek virazem (7 + 4+/3).
Celkové je tedy vysledek
T sin'z

— " dr =47 —27V3.
o 24 COST




Pisemka z 11.09.2006 — fefeni 3

3. [11b] Spoététe integral

* rsinaz
/ o o a>0, b>0.
0

Redeni: _

Integrovana funkce je sudé, proto je fi*... = 1 f | dale budeme integrovat funkei fg% a z vysledku
vezmeme imaginarni ¢ast. Budeme integrovat pfes ,obvod homfho pilkruhu o poloméru B* a potleme
R do nekoneéna, pro integral pies horni piiloblouk pouzijeme Jordanove lemma: integrovana funkce je
tvaru f(z) exp(iaz), kde a > 0 a f(z) je raciondln{ funkce, piidem? stupeh jmenovatele je vétsi nez stupefi
Citatele. Kdy% to viecko ddme dohromady, dostaneme:

* i sin axr 1 o getas : zetoz
/l:; md.’[.‘:§Im/;oomdw=lm(7TZReSb,m)

1 —
=1e—t 4 tedy
=bi -

Reziduum spofteme dosazenim do &itatele a do derivace jmenovatele, tj. jako 24—
2

2z
® rsinaz T _ab
——Q—zdmz—e .
o X+ b 2

celkové je
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3. [14b] Spoététe integral
[ - larct 22 dz
o x & 3:2 + 3 )
Ndwvod: nejprve se pomoci per partes zbavte arkustangenty. U obdrZeného standardniho typu integrace

nezapomelite ovefit viechny pfedpoklady, za kterych se dé potitat pomoci reziduové véty. Specifikujte
pfes jakou k¥ivku a jakou funkei integrujete.

Redeni: Provedeme doporndenou integraci per partes:

<1 2 2z 1% [ 1 2z? + 6 — dz?
[ ~ arctg qx dz = [lnx-arctg 2_1;] —f Inz- — ° -I,; f dz =
Jo = 2 +3 | z2+3 o Jo + Ay (z2 +3)

'

=0
20 2 _ 1
[ (E:L‘ 6)9 ne e
o *44+10z2+9

to, 2 hraniéni &len je nulovy, je ovem potfeba pofadné spotitat, nejsou to Gplné samozfejmé 11m1ty
Budeme potfebovat viechny 4 kofeny jmenovatele: jde o bikvadratickou rovnici, tj. pifeme-li y = z2, je

Y12 M —5%4, tj. y1 = =9, y2 = —1 a ony 4 kofeny jmenovatele jsou odmocniny z téchto
Cisel, tedy :I:3:, +i. Dédle miiZzeme pokmcovat dvéina, zplsoby.
Metoda I. Integral je tvaru fo ) Inz dz, kde f je sudd funkce, kterd nemé pdly na relné ose. Navic

je podilem dvou polynom, prlcemz stupen jmenovatele je o dvd vEtE nez stupen &itatele. Tyto vBechny
tfi podminky jsou pfedpokladem pro vypodet zalofeny na integrovani funkce typu f(z)lnz pfes kiivku v
komplexni roving, sestévajici ze dty¥ Zasti: iseéky na redlné ose od bodu — R do —e, » oblouku piilkruznice
o sttedu 0 a poloméru ¢ (ktery lezi v horni poloroving a je obihany po sméru hodinovych ruéitek), usecky
na redlné ose od bodu £ do R, a konetné z oblouku pilkruznice o sifedu 0 a poloméru R (ktery leEi v
horni poloroving a je obfhany proti sméru hodinovych rudi¢ek). Pak vime (viz Kopatkova skripta neho
poznamky z cviteni), Ze za uvedenych pfedpokladii je

fﬂmf(:c) ln:cdz:R)e('rri Y Resf(z)lnz) =-—7rIm( Y Rﬁsf(z)lnz). (8)

Iin >0 Imz>0

Proto spoditame rezidua v bodech ¢ a 3i. Obecnd je dobré si uvédomit, Ze viechny singularity jsou jed-
nondsobnymi kofeny jmenovatele, ze je jich vic nez jedna, a Ze tedy je dobré si nejprve udélat vypodet
obecné: je-li zp jednonasobny kofen jmenovatele, mame

2
2y —3

Inz(2z2 —6) _ 2Inz(z* —3)
23{](23 + 5) ’

Res, = =1 9
S A1 102 +9 428 + 202 nzo )

R=Zo

Potitame rezidua v bodech i a 3i podle vzorce (9), zaroved viak podle vzorce (8) viak bereme do avahy
jen jejich imaginarni ¢asti:

R = Im(Res,-f(z)lnz):Im (1mi2—3)) Im(m ;1:3_)=0,

2% + 5 2 2{—1+5)
R = 1 (R Fl2)inz) =1 (1n(3i)ﬂ)—lm((ln3+ﬂ—i)--;12—)=
S G - 6i(—9+5)/ 2! i (-4
12i 1
- Itn(1n3-6'(_4))——§1n3.
Celkové tedy podle (8):
*1 2r (222 —6) Inx
1 o= [ 22 0z _ T In3. 10
/ﬂ xarctgw2+3d.c /(; = T 1027 +gd2: (0 ln3) n (10}

Na ndsledujic{ strané je uvedena jestd jedna metoda vypoctu tohoto integralu.




G

Pisemka z 5.6.2006 - Felenf 2

2. [10b} Spottéte integral
2m 1
/(; (5 — 3sinz)? @

pomoci reziduové vty Vipodet okomentujte (odiivodnéte) s odvolinim na tuto vétu.

Reseni:

Jde o standardni typ integrace ,racionilni funkee v sinech a kosinech pfes interval délky 27“. Integrél
se pievede na kfivkovy komplexni integrdl pies obvod Jednotkového kruhu z funkce (pfi apravé ndsobime
uvnitt zavorky ve jmenovateli virazem —2iz, tedy v &itateli (—242)?):

1 1 1 —4z

#o(5-Fz-1)) 1 (322 ~10iz - 3)°

Podle reziduové véty

[2” 1 T —4z
——dz =27 Resyy ——M ——
— 3sn )2 0 ; 7
o (5—3sinz) lrol<1 (322 — 10iz — 3)
protoze funkee f{z):= (—;“z——g je holomorfni v celé komplexni roving s vyjimkou dvou izolovanych
322-10iz—3

singularit, z nich? Zadna nelezl na obvodu jednotkového kruhn. Kofeny kvadratického polynomu ve jime-
novateli jsou totiz ﬁ‘i@, tj. % a 3i, z nich pak lezi uvnitf jednotkového kruhu pouze . Potitdme
tedy reziduum v tomto bodé& (je tam dvojnésobny pél f). ’ ) i
Reziduum v % spotteme podle vzorce pro reziduum ve dvojnasobném péhn: f nasobime vyrazem (z — £)7,

3
Jjednou zderivujeme, podélime 1! a dosadime 3

1

(—2)(z - §)? LY G IERY
RS [3(z - i)z —33!')]2 S0 ((z B 35)2) 2=i
3 =i ?
4 (z—34)% — 2z(z — 30) __E(%—?”i)z_?éi(%_ai) _3
IR P B S 1 o

Celkové je tedy vysledek

e 1 5 5w
— —  dr=97— =2
[o G—3sma)2 © 64 32
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3. [12b] Spodtéte integral

@ 2z arctg £
f e e
oo X7+ 1)

Nduvod: Nejprve se pomocf integrace per partes zbavte arkustangenty. Vypodet okomentujte (odiivodnéte)
5 odvoldnim na véty a postupy z pfednadky.

Reseni: Integrace per partes s u' = (—x%g = U= —%(—wgi—l)g, v=arctg 2 2> ¢ = iT(%g_)f dava

/c’“ Qmarctgéd 1 1 arcte eo +1[°° 1 % i /°° dr
e de = | - = , = ——m

o @I 2@+ e T @R T e @R A D)

hraniéni ¢leny vypadnou, protofe arctg je v nekoneénu omezend a mi—])g tam m4 nulovou limitu. Dostali
jsme integral z raciondlni funkce, kterd nema pdly na redlné ose, pfes celou redlnou osu. Protoze stupeil
jmenovatele je alespofi o dva v&t$i ne? stupei Gitatele, jde integrdl pres oblouk kruZnice o poloméru R v
horni poloroving k nule (pfi R = +co), podle modifikovaného Jordanova lemmatu, a tedy podle reziduové

vity aplikované na obvod ,horntho pilkruhu“ o poloméru R:

o0 diz . 1
[ ey = R o) gy

Reziduum v 2i je reziduum v jednoduchém pdlu, tedy dosazujeme do holomorfni &asti a do derivace
neholomorfni &4sti ve jmenovateli:

1 1 L
ReS‘gi (2’2 T 1)2(22 +4) (—3)2 222 - E '

Reziduum v 7 je reziduum ve dvojnasobném pélu, tedy ndscbime (z — i)?, jednou derivujeme, déiime 1! a
dosadime i:

_ 2zt i)(z* +4) = 25(z+ e

1 _ 1 )
m = ((z+i)2(z2+4) . (z +4)4 (2% +4)2 -

(—4i)-3+4-2i _ —i _ 1

16-9 T3 36

< 2zarctg § A1 1 i T 7
—— . —_— —_—_ = —.
/_w oy G (36i + Sﬁi) 9

Res;

Celkové tedy




Pisemka z 26.5.2006 — Fefen{

T4

ReSeni pocetni ¢asti zkouskové pisemky z 26.5.2006
MA pro F, 3. semestr

1. [8b] Rozviiite funkci

do Laurentovy fady

a) v prstencovém okoli bodu i (specifikujte presnd v jakém),

b) v okoli nekonetna (specifikujte pfesns v jakém).

Reseni:

a) Prvnim krokem je tprava vyrazu f(z) tak,! aby obsahoval &leny (z—1)

1 1 1 1 1 1 1 1
f(z)=2 = - - - = - - — - = - =7
Z#+1 z—i z+t z—i 2+z—i z-—4 2% 14+

Posledni slozeny zlomek je soutem geometrické fady s kvocientem {— 231}, pokud je tento v absolutni
hodnoté mensi nef jedna, tj. pro |"':,‘z.i| < 1 neboli |z —{| < 2. Pro tato 2 je

1 > n
1+""f=,§,(_ ) '

Z
a tedy celkove (diky faktoru —= musi bt z # i, tj. |z — 4| > 0):

z—1
21

R T R =N A Tt AR N G DTN N C § e P »
f(Z)—z_i-éz.?;)(_T) —éw(z—z) l_ﬂgl—(%)”’” (z—0™, O0<«<|z—i|<2.

Podobny trik jako vyge: musime viak zlomek upravit tak, aby soufet geometrické fady platil pro
kvocient, ktery ma 2 ve jmenovateli, sledujte proé:

1 11 1 11 111 = (=D
f(Z):zl+1:z—21+?li=z—2(1—;-§+;+)—2—2——271‘+z_6+ _Zz2n+2’

teti rovnost je souet geometrické fady s kvocientem (— %), a tedy plati pro |5z| < 1, tj. pro |z} > 1,
co? piesné chceme.

TKomu se nelibi Zarovani s geometrickymi fadami, miZe Laurentovy koeficienty pocit.a,t pon:lot:i VZOICE Pro n?{: pokLEl
je v uzavfens jednoduchd kiivka, kterd ob&hne zp v kladném smyslu (a Zddnen jinou singujarity f neob&hne), je an =

1 .

Tt oy #ﬁj)ﬂ_‘_—r dz, ktery v nafem pfipadé da
1 i i . 1 1
= - . = — . ImiRefj 7 = Resy———————,
= o [) (z2 4+ 1)z =+l 2wi Tz 4 (= — i)ntL (z +i)(z — i)nt?

druh4 rovnost je reziduovi véta. Zkuste to dopoéist, mélo by vyjit totéz.




Pisemka » 18.09.2006 - feseni 1

ReZeni pocetni ¢4sti zkouskové pisemky z 18.09.2006
MA pro F, 3. semestr

1. [6b] Rozvifite funkci

z* sin

z—1
do Laurentovy fady o stfedu 1.
Reseni:
Ze znalosti znamé Taylorovy fady pro sinus (sinz = z— g—? + z—? F...) odvozujeme, %e pro viechna z = Lo,
tedy pro z # 1, plati
sin = 1 L1 (1)

2-1 z-1 3(z—17 Blz—1p
Zbyva jen faktor z* prevést do ,fady® o stfedu jedna:

Z2=-1+1)7=(-1)"4+2z-1+1 (2)

a obé fady (1), (2) vyndsobit. Ndsobime tedy fadu (1) postupné ifemi faktory z (2) a vzniklé tii fady
setteme. To vie je moiné uvnitf mezikruzi konvergence Laurentovy fady, jak pravi jisté véty z analyzy.
Jediné omezeni je z # 1, tedy pro 0 < |z — 1| < oo plati:

, . 1 1 1
ssns—y = E-U-so_ptaaop Tt
poo-t % x4
=172 T -2
1 1 1

-z S—22 Ha—zp 1 "

- emvee (1-g) iy e (38 e

Vzorec pro obecny koeficient a, miZou zijemci najit v Kopagkovi (Piiklady . 4), nebot z téchto skript
piiklad pochdzi. Ostatng, vyskytl se pfesné v tomto znéni uz v pisemee dne 27.6.2006.




Pisemka = 11.09.2006 — Fedeni 1

ReZeni pocetni ¢asti zkouskové pisemky z 11.09.2006
MA pro F, 3. semestr

L. [8b] Roeviiite funkci
627 — 10z + 2

2(z® —32+2)

do Laurentovy Fady o stfedu 2 tak, aby &slo { patfilo do oboru konvergence fady.
5D

Redeni:
Nejprve rozlozime na parcidlni zlomky:

6z2-10z+2_1+ 2 . 3
2(z2=32+2) 2z z—-1 z-2

Ze zadani Gilohy plyne, ze hleddme Laurentovu fadu, konvergujici v mezikruzi 1 < |z —2| < 2. Zlomek -2-3—2
2 rozkladu vyse uz tedy je ¢lenem této fady. Pro zbylé dva zlomky pouZijeme rozpis pomoci geometrické

uuuuuu

1 1 _ % _li( z—‘.Z)n
7 24z-2 142 2 2 ’
2 n=0
tato fada konverguje pro |z — 2| < 2, a dile
(o0}

2 2 e 2 & 1\ & 2(=1n
z—1“1+z—2_le2+1Fz—2nZ___%( z—2) _;(Z—Z)"’

véimnéte si, jak jsme pFechodem proménné do jmenovatele slozeného zlomku obdrzeli kvocient geometrické

1
z=17

Fady rovny a tedy Fada konverguje pro I*szl < 1, tj. pro |z — 2| > 1, jak jsme chtéli.

Celkove

622 —10z+2 i 2(—1)" 3, i (V"=

273242 Lez—2p 22




Pisemka z 27.6.2006 — fefeni 1

ReSeni podetni ¢asti zkouskové pisemky z 27.6.2006
MA pro F, 3. semestr

1. [6b]
a) Rozviiite funkei

2.
Z" sIn

z~1
do Laurentovy fady v okoli bodu 1.

b) Uréete typ singularity v bod& z = 1 a reziduum v tomto bods.

¢) Jakou hodnotu m4 koeficient a_g u &enu (z_;l)-;‘?

Redeni:
a}) Ze znalosti zndmé Taylorovy fady pro sinus (sinz = 2 — %; + %; F...) odvozujeme, ¥e pro viechna
& = L5, tedy pro z # 1, plati

1 1 1 1

Sin2:~—1=z—1_3(z—1) +5(z—1) T (1)

Zhyva jen faktor z? pievést do ,fady“ o stfedu jedna:
2=(z-1+1)2=(z-1)2+2-1)+1 (2)

a obg fady (1), {2) vynasobit. Ndsobime tedy fadu (1) postupné tfemi faktory z (2) a vznikié t¥i
fady sefteme. Jediné omezeni je z # 1, tedy pro 0 < |2 — 1] < oo plati:

1 1 1
dsin—y = G-D-g a0t
2 2
T2 aeo e TRt
1 1 i
+ —_ + :F...:

T2 =2 5=z
1y 1 2 AN
{""1)”*(1‘”5) G-T) -1 ‘(ﬁ“a) o1

Vzorec pro obecny koeficient a, miZou zdjemci najit v Kopatkovi (Ptiklady €. 4), nebot z téchto
skript pfiklad pochdzi.

b} Z fady, kterou jsem obdrzeli v bodu a) plyne, eviz=1 Je podstatna smgula.r]ga dané funkce.
Reziduum si pfefteme jako koeficient u €lenu o 1 , tedy Res; 2%sin o2y =1 — 5y = §.

L

5!

-1 __18
2

¢) Z bodu a) plyne, #e koeficient u &lenu '(Tll)g v uvedené Fadé ma hodnotu = —i55-
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Pisemka z 13.6.2006 - ifeSeni 1

Regeni pocetni ¢asti zkouskové pisemky z 13.6.2006
MA pro F, 3. semestr

1. [6b] Rogvifite funkci
_ Tz—2
2(z+1)(2-2)
do Laurentovy fady o stfedu (—1) tak, aby tato fada konvergovala v bodé z = —%.

f(z)

Refeni: V zadani je naznageno, e chceme, aby Laurentova Fada konvergovala na mnozing 0 < |z+1| < 1,
nebot ze viech moZnych (maximalnich) mezikruzi o stiedu (~1) jeding toto obsahuje bod z = —1. Dalgim
(standardnim) krokem je Gprava vyrazu f(z) pomoci rozkladu na parcialni zlomky a tyto pak dale tak,!
aby obsahovaly &leny (z + 1):

f(z)—_&_l_k 2 8 __ -t . _=
Tz 1)(z-2) 2z 2—-2 z+1 1—(z+1) 1-—

3
241"

2 |eolra
)
RN

Prvn{ zlomek je souftem geometrické fady s kvocientem (z + 1), ktera tedy konverguje pro |z + 1] < 1,
druhy zlomek je souétem geometrické Fady s kvocientern 4L, kterd tedy konverguje pro |z + 1| < 3:

-1 > -2 2\ = (z+1>"
—_— = 1 s B 3 =|—= .
1_(z+1) r;(z+ ) 3 resp 1_z+1 ( 3)”20 3

Tteti zlomek u# je Laurentova Fada na mnoZiné 0 < |z + 1|, celkové tedy pro 0 < |z + 1| < 1 mame:

- R 2= fz+1\" 3 3 3t 12 n
f(z):—Z(z+1) _5,;]( 3 ) _z-i-l:_z+1_Z 3nt+l (z+1)7

n=0 n=0

Lp|ati ovéem stejny footnote jako v predchozich pisemkéch. @




Pisemka z 5.6.2006 - Fefeni 1

ReSeni podetni ¢asti zkouskové pisemky z 5.6.2006
MA pro F, 3. semestr

1. [8b] Rozviiite funkci
o 3z-5
f(z)= 22— 32 +2

do Laurentovy fady o stfedu (-1} v mezikrusi 2 < |z + 1} < 3.

Reseni: Prvnim krokem Je uprava vyrazu f(z) pomoci rozkladu na parcialni zlomky a tyto pak dale tak,’
aby obsahovaly &leny (z + 1):

3z-5 1 2 1 -1 2

f{z): 7 = + = + 2 = 3 + Bl
#F-32+2 2-2 2-1 —34z+1 -2+2+1 1-zl 1- 5

B 4

Véilmnéte §1, Ze zatimco prvni zlomek jsme upravili tak, aby byl souétem geometrické fady s kvocientem
221 kterd tedy kon})ferguje pro |z + 1| < 3, ve druhém zlomku jsme dbali na to, aby |z + 1] > 2, co¥ nds
vede ke kvocientu T

S vyuZitim soudtd onéch geometrickych fad méme tedy pro |z + 1| < 3 resp. pro |z + 1| > 2:

1 20 n 2 oo -
-% 1 z+1 = 2 2 \" X fx+1\"
— 8 _ (- z+L = = z
1- 2L ( 3)2( 3 ) S z+1nz_0(z+1) Z( 2 ) ’

n=0 241 n=-—1

a tedy celkové pro 2 < [z + 1] < 3:

)= 3 (;1)_%2(2:;1)

n=-—1

1K omu se nelibi farovani s geometrickymi fadami, mize Laurentovy koeficienty poéitat pomoei vaorce pro né: p(_)kud jey
uzaviena jednoducha kfivka, kterd ob&hne bod —1 v kladném smyslu, a pfitom le#i cel4 v uvafovaném mezikruif (tj. ob&hne

i singularitu funkee v bodé 1}, je an = ﬁ fq (H{ﬁ(;}r dz, ktery v nafem pfipadé da

3z -5

1 3z-5 1 3z—0
= — = — 2 Res = Res
T .[, (22 =3z + 2)(z + L)ntt  2mi i z; 1 o8 (z—1)(z — 2}z + 1)t 52‘1 2 — Dz — 2z + 1)n+t ]

druhd rovnost je reziduova véta. Zkuste to dopodist, mélo by vyjit totéz.




Pisemka z 11.1.2006 — fefeni 3

ELA

3. [7b] Najdéte Buler-Lagrangeovu rovnici funkcionaly

By} := [1 : (wy"‘ - 2y:u'3) dz,

ktery je definovan na prostoru X := {y € C1{(1,2)),9(1) = 0,y(2) = 1}. Najdéte viechna feSeni Euler-
Lagrangeovy rovnice na tomto prostoru.
Regeni:

Oz’naéime:ﬁ L{z,y,y') = zy" ~ 24y, mame g—‘;
mé obecné tvar

= -2 4 g—;: = 4ay’® — 6yy'?. Euler-Lagrangeova rovnice
d L 3L

Toy " ay
tedy v nafem piipads
(day™ — 6yy?) = —2y°
Po proderivovani a apravé dostaneme

L

0=y"y(zy' ~y) = ¥"=0 nebo 3 =0 nebo zy —y=0.

Ony tfi mo#nosti vedou postupné k feSenim y = ax + b nebo % = ¢ nebo y = dz. Okrajovym podminkam
pak vyhovi pouze feeni prvniho typu, a dostaneme jediné fefeni Fuler-Lagrangeovy rovnice:

y=z—1.

Dodateéna tivaha za bonusové body:
Zkusime Jacobiho metodu gjistovani lokalnich extrémii. Spottéme pro yo(z) =z — 1:

8L ,
P(z) = W(L yo(x),yo(2)) = 12zy5 — 12yyh =12 >0 v {1,2).

Déle spocteme

&L d 0°L d ' 1o _
Qle) = 55 @ 10(2).30()) - 72555 (@ 0(w),wo(2)) = 0 - - (=6y?) = 1299 = 0,

pomocnd rovnice pro funkel w se tedy redukuje na
w'(z)=c = w(z) =¢; + oz
Tato funkce md tu vlastnost (rozmysleie si), ¥e pokud je identicky nenulova a pfitom w(1) = 0, pak uz

w(z) # 0 pro viechna x € (1,2). ProtoZe navic yo(z) € C2({1,2)) (ne-za_pominejte a:ni na tuto podminku -
padivejte se na prislufnou vétu), je funkece yo(z) = = — 1 lokdlnim minimem funkcionalu &.




Pisemnka z 16.1.2006 ~ refeni 3

CE

3. [8b] Najdéte Buler-Lagrangeovu rovnici funkeiondly

$(y) = fl 2 (4yy’ ~ %my’s) dir

lételry je definovdn na prostoru X := {y € C'({1,2)),y(1) = 1 — ¥/16,y(2) = 0}. Najdéte viechna fefen
u er-LagraI.lgeovy rovnice na tomto prostoru. Uméli byste (za bonusové body) rozhodnout, kterd z Yeeni
E-L rovnice jsou lokalnimi minimy daného funkcionalu?

Reseni:
5L

ST _ [} .
OZ’naélme i Liz,y,y") = dyy' ~ Sy, mame oy = 4y a g—;‘, = 4y — 16zy’5. Euler-Lagrangeova rovnice
mé obecnd tvar

d 8L BHL

deBy By’

tedy v nafem piipadé
(4y — 162y"®) = 4y .

Vlevo neni nutno proderivovas, viimneme si pouze &lenu 4y, ktery se vyskytuje na obou strandch a ktery
odeteme, nafez dostaneme (—16zy"®)" = 0 neboli x3'® = ¢ = const. Proto

Y=zl = Y=t = y=c et
Okr%jové podminky daji ¢) + ¢9 = 1 — ¥/16, ¢; + ca ¥16 = 0. Odettenim t&chto dvou rovnic dostaneme
b, [ . a4 ow v ’ .
1- /16 = ¢o(1— ¥/16), tedy > = 1, nades ¢; = — /16 = — /29 a jediné feteni Euler-Lagrangeovy rovnice
mé tedy tvar
¥=z5— 2%

Dodateéné tvahy za bonusové body:
1. bonusovy bod: Zkusime Jacobiho metodu zjigfovini lokdlnich extrémé. Spo&téme pro yo(z) = 2t — 28:

P(z) = 62—L(av: (z),4h(2)} = =5 - 16zyy! = —80 4 ’ /5 <0 {1,2)
- a(y,)g Syo !yﬂ — J“yo - 5 T < v L] ’
a protoze nutnou podminkou minima je P(z) > 0 v (1,2, nemiize byt nalezené fefent minimem daného

funkcionalu.

2. bonusovy bod aF dva: MiiZe to viak byt tfeba lokdlni maximum funkcionalu ®, coz vy$etfime jako
minimum funkciondlu (—®). Zména znaménka u @ a tedy i u L zplsobi i zménu znaménka u P, nutna
podminka minima je tedy spinéna. Déle spofteme

2 2
Q%) = T2 e 1n(oh (o) ~ 35 s (5 0le) 5(0) = O,

pomocna roviice pro funkel w se pak redukuje na
P(z)w'(z) = ¢ = w(x)=¢ + oz
Tato funkce mé tu vlastnost {rozmyslete si), ze pokud je identicky nenulova a pfitom w(1) =0, pak uz
w(z) # 0 pro viechna x € (1,2). Proto¥e navic yo(x) € C2({1,2)) (nezapominejte ani na tuto podminku -
a E ’ ’ e + ,
podivejte se na piislusnou vétu), je funkee yo{z) = x5 — 27 lokdlnim minimem funkciondlu (—®) a tedy
lokdlnim maximem funkcionalu ®.




Pisemka z 23.1.2006 - feSeni 3

3. [6b) Najdéte Euler-Lagrangeovu rovnici funkciondlu

1 1+x2 2
&(y ::/ 2xy + y'" ) dz,
)=, (o —5")

ktery je definovan na prostorn X := {y € C'({0,1)),4(0) = 0,y(1) = 1}. Najdéte viechna feSeni Euler-
Lagrangeovy rovnice na tomto prostoru. Uméli byste (za 2 bonusové body) rozhodnout, kterd = fefeni E-L
rovnice jsou lokdlnimi minimy daného funkcionalu?

Reseni:
Oznatime-li L(z,y,y') = 2zy + -l—gi?—y’z, mame ?3_1; =2z a g—;‘, = (1 + z%)y’. Euler-Lagrangeova rovnice
ma obecné tvar

d 6L 0L

&oy "oy

tedy v nasem pfipadé
{14 22)) =2=.

Proderivovéani vlevo by situaci podstatnd zkomplikovalo, lépe je integrovat a obdriet postupné

A+z%)y = o' +e,
?+e c—1
!
= =1
v i ek
y = xz+{c-1arctge+d.

Z podminky y(0) = 0 oviem plyne d = 0, nafe? 2 podminky y(1) =1 plyne ¢ = 1. Dostaneme tak jediné
feseni Euler-Lagrangeovy rovnice na prostoru X:

y==x.

Dodateéna tivaha za 2 bonusové body:
Zkusime Jacobiho metodu zjisfovani lokéinich extrémi. Spoétéme pro yo(z) = T
5

Pl) = 5oz w(n) vh(@) = (59 >0 v (0).

Déle spoéteme
2 2

oL L ] _
Qlz) = W(m,yo(w),yé(m)) - Em(m,yo{z),yo(x)) =0,
pomocné rovnice pro funkei w se tedy redukuje na
(14280 (@) = = w(z) = qarctgz + ¢z -

Podminka w(0) = 0 fikd, Ze ¢2 = 0 a tedy w(z) = ciarctge. Ma-li navic w nebyt identicky nulova,
musf byt ¢ # 0. Pak uz oviem w nemé zadny nulovy bod v (0,1). ProtoZe navic yo(z) € C*({0,1))
{(nezapominejte ani na tuto podminku - podivejte se na piislugnou vétu}, je funkce yp(x)} = z lokdlnim
minimem funkcionalu @.




Pisemka z 30.1.2006 — feSeni 3

3. |8b] Najdéte Euler-Lagrangeovu rovnici funkcionlu

1
P(y) = f ((2 - n)zy'" + nyy’{n_”) da,
0

ktery je definovdn na prostoru X := {y € C'({0,1)), (0} = 3,y{1) = 0}. Najdéte viechna fefeni Euler-
Lagrangeovy rovnice na tomto prostoru s ohledem na parametr ilohy n € N. Uméli byste {za 2 bonusové
body) rozhodnont, kterd z feSeni E-L rovnice jsou lokélnimi minimy daného funkeionalu?

Reseni:

Oznagime-li L(z,y,9') = ((2 —njzy"™ + nyyr(n_l}), mame % = ny'*"Y 4 ng = (2 — n)nzy' " 4

n(n - l)yy’("_z). Euler-Lagrangeova rovnice mé obecné tvar

49L oL
dz 8y~ Oy’

tedy v naSem piipadé mame pro n = 1 ,rovnici“ 1 = 1, které vyhovuji viechny funkce z prostoru X,
Stejné tak pro n = 2 dostavidme E-L _rovnici” 2y’ = 2y, které rovnéz vyhovuji viechny funkce z prostoru
X. Koneéng pro n > 3 mame po proderivovini a tpravé E-L rovnici:

gy (y—ay') =0,

tedy plati bud 3" = 0 nebo y —zy" = 0, pro n > 3 jesté mame navic ptipad y' = 0. Refenim tedy jsou bud
funkce typu ¥ = e + b nebo y = cz. Poatednim podminkdm vyhovuje jedind funkee, a sice y = 3(1 — z).
Tedy shrnujeme:

n=1 = E-L rovnici s okrajovymi podmnikami vyhovuj{ vechny funkee prostoru X,
n=2 => E-L rovnici s okrajovymi podmnikami vyhovuji viechny funkce prostoru X,
n>3 = y=3(1—x).

Dodateéns fivaha za 2 bonusové body: Pro n =1 i n = 2 vychdzi pro libovolnou y € X

8L ,
P = a7 1o vb ] z))=0 1
a proto nebudeme umét rozhodnout touto metodou o lokAlnim extrému.
Pro n > 3 je pro yolz) = 3(1 —z):

&L

= W(-’II, yO(JL')v yil](x)) = n(n — 1)(11, — 2)(__1)11—33"_2 :

P(z)
Qz) =0,
pomocnd rovnice pro funkel w se tedy redukuje na

w”(z) =10 = w(:c) =qzr+o.

Podminka w(0) = 0 k4, Ze ¢z = 0 a tedy w(z) = az. Ma-li navic w nebyt identicky nulovd, muszi b'jrt
¢1 # 0. Pak u? oviem w nem4 24dny nulovy bod v (0,1). Protoze navic yo(z) € C%((0,1)) (nez.apc’)mmijtg
ani na tuto podminku - podivejte se na pfislusnou vétu), je funkee yo(z) = 3(1 — z) pro lichd n >

lokalnim minimem funkcionalu & a pro sudd n > 3 lokélnim maximem tohoto funkcionalu.
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3. [6b] Najdéte Euler-Lagrangeovu rovuici funkcionélu

]
B(y) == [ Syy' — dzy' de
41

ktery je definovén na prostoru X := {y € C{{1,3)},y(1)=1,y(3)=0}. Najdéte viechna fefeni Euler-
Lagrangeovy rovnice na tomto prostoru. Uméli byste (za 2 bonusové body) rozhodnout, kterd z fefeni E-L
rovnice jsou lokilnimi minimy daného funkcionalu?

Reseni:
Oznadime-li L(z,y,y') = 5yy’° — dzy''?, méme ‘g—; = 51;’9 a 3*5 = 45yy’* — 403:3;’9. Euler-Lagrangeova
rovnice ma obecné tvar

d 8L _JL

dx by By’

tedy v nafem pfipadé
(45yy’8 — 40:cy'9)’ = Sy’g )

Po proderivovani a Gpravé dostaneme
360y"y " (y — oy') = 0.

Regenim této rovnice vyjde, Ze viechna fe¥eni maji tvar y = ¢z + ¢2 a z okrajovych podminek dostaneme
jediné fegeni Euler-Lagrangeovy rovnice
3—=x

5

'y:

Toto fefeni budeme ddle znalit yo(z).

Dodateéné tivahy za bonusové body:
Zkusime Jacobiho metodu zjistovani lokalnich extréml. Spoétéme pro yo{z)

8L 135
Plz)= LY =...=— <0 v (1,3},
(‘EJ a(y,)z (I:yﬂ(f‘:) yo(x)) 39 < )
a protoze nutnou podminkou minima je P(z) > 0 v (1,3), nemie byt nalezené feleni minimem daného
funkcionalu. Miize to viak byt tfeba lokalni maximum funkciondlu &, coZ vysetfime jako minimum funk-
ciondlu (—®). Zména znaménka u & a tedy i u L zpisobi i zménu gznaménka u P, nutni podminka minima
je tedy spinéna. Dile spodteme

2 2
Q) = 550,100 05(0) ~ 5 o W) 46D =0,

pomocna rovnice pro funkei w se pak redukuje na
W'zy=0 => wiz) =cy + coir.

Tato funkce mi tu vlastnost {rozmyslete si), Ze pokud je identicky nenulovd a pfitom w(l) = 0, pak
ut wiz) # 0 pro viechna = € (1,3). ProtoZe navic yo{z) € C%((1,3)) (nezapominejte ani na tuto pod-
minku - podivejte se na piisluinou vétu), je funkce yo(x) lokdlnim minimem funkcionalu (—%®) a tedy
lokdlnim maximem funkciondlu &.
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3. [6b] Najdéte Euler-Lagrangeovu roviic funkcionélu

1 2

1+2° 2
{y :=/ 2zy + ——y | dE,
{y) O( y 5 )

ktery je definovin na prostoru X = {y € C'({0, 1)), y(0) = 0,y(1) = 1}. Najdéte viechna fegeni Euler-
Lagrangeovy rovpice na tomto prostoru, Uméli byste (za 2 bonusové body) rozhodnout, kterd z fegeni E-L
rovnice jsou lokdlnimi minimy daného funkciondlu?

Regeni: Oznagime-li L{z,y,y') = 25y + %ﬁy'g, mame % =2z a % = (1 + z%)y'. Euler-Lagrangeova
rovnice ma obecné tvar
2oL _oL
dz 8y~ Oy’
tedy v nafem piipadé
((1+2%)y) =22.

Proderivovéni vievo by situaci podstatng zkomplikovalo, lépe je integrovat a obdrzet postupné

(1+2%)y = o+ e,
. ;v2+c__1+c—1
voOE ¥ 1+e?
y = ¢+ (c— arctgz + d.

7 podminky y{(0) = 0 oviemn plyne d = 0, nates 2 podminky y(1) = 1plyne c= 1. Dostaneme tak jediné
feteni Fuler-Lagrangeovy rovnice na prostoru X:

y==.

Dodateéna tivaha za 2 bonusové body:
Zkusime Jacobiho metodu zjistovan lokalnich extrémil, Spottéme pro Yo () =

2

P(x) = ;@%(m,y@(m),y{](m)) =(1+ ) >0 v {0,1).

Déle spoéteme

9L . d 0°L .
— _-——_—— )y =0,
pomocna rovnice pro funkeci w se tedy redukuje na

(1+zhw' (@) = a1 = w(z) = crarctg T + C2-

Podminka w(0) = 0 fika, Ze &2 = 0 a tedy w(z) = ciarctg s Ma-li navic w nebjt identicky nulova,
musi byt e # 0. Pak uwh oviem w nemd Zadny malovy bod v (0,1). Protode navic yo(x) € C2((0,1))
(nezapominejte ani na tuto podminku - podivejte se na piislufnou vétu), je funkee wizy =12 lokAlnim

minimem funkcionalu &,




