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Teorie

Definice 1. Necht’ f : [0,∞) → R je funkce. Jej́ı Laplaceovou transformaćı rozumı́me
funkci

L(f)(x) :=

∫ ∞
0

f(t)e−xtdt,

kde x je reálné č́ıslo. (Lze ji definovat i pro č́ısla komplexńı, čehož budeme občas
využ́ıvat.)

Věta 2. Necht’ f je po částech hladká komplexńı funkce reálné proměnné, která je
rovna 0 pro x < 0 a |f(x)| ≤ kebx pro nějaká reálná č́ısla k, b a pro x > 0. Potom pro
libovolné c > b jest

f̂(w) =
1

2πi

∫ c+∞i

c−∞i
L(f)(z)ezw dz.

Definice 3. Vezměme pro a > 0 funkci

fa(t) =

{
1
a ; 0 ≤ t ≤ a;
0; t > a,

Limita lima→0+ fa se nazývá Diracova delta funkce δ0(t). Má hodnotu ∞ v 0 a 0 jinde.

L(δ(x)) = 1.

Definice 4. Konvoluce na (0,∞) dvou funkćı f a g je funkce

(f ∗ g)(t) =

∫ t

0
f(y)g(t− y)dy.

Zřejmě f ∗ g existuje, pokud jsou obě funkce f , g po částech spojité na (0,∞).

Věta 5. Necht’ f a g jsou po částech spojité a exponenciálně omezené na (0,∞). Pak

L(f ∗ g) = L(f)L(g)

.

Věta 6. Necht’ g je holomorfńı funkce v C \ {z1, . . . , zn} a existuj́ı k, p > 0 tak, že
|g(z)| ≤ k|z|−p pro dostatečně velká |z|. Potom

L−1(g(z))(s) =
n∑
i=1

reszi(g(z)exz).

Definice 7. Skokovou (neboli Heavisidovu) funkci definujeme následovně:

ua(t) =

{
0; t < a;
1; t > a,

v bodě a dodefinujeme libovolně, zpravidla nulou.
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Hint

L{f (n)} = snF (s)− sn−1f(0)− sn−2f ′(0)− · · · − fn−1(0)

L{f ′} = sF (s)− f(0)

L{f ′′} = s2F (s)− sf(0)− f ′(0)

L{f ′′′} = s3F (s)− s2f(0)− sf ′(0)− f ′′(0)

Př́ıklady

1. Udělejte zpětnou Laplaceovu transformaci

(a)
a

p

a ∈ R
(b)

1

p+ 2

(c)
1

p− ln a

a > 0

(d)
p+ 2

p2 − 4p+ 3

(e)
p2 + p− 1

(p− 2)(p− 5)(p+ 4)

(f)
p2 + 1

(p+ 1)2(p− 1)

(g)
p− 1

p2 + 2p+ 2

(h)
p

(p+ 2)3

(i)
1

(p+ 1)n

n ∈ N
(j)

Mp+N

p2 + 2ap+ b2

a, b > 0, a2 − b2 < 0, M,N ∈ R

2. Spoč́ıtejte diferenciálńı rovnice (na intervalu (0,∞)), funkce je y(t).

(a) y′′ + 3y′ + 2y = f(t) y(0) = 0, y′(0) = 0

(b) y′ + 2y + 5
∫ t
0 y(s)ds = 2, y(0) = 1.

(c) y′ + 2y + 10
∫ t
0 y(s)ds = f(t) y(0) = 1

(d) y′′ + 3y′ + 2y = et y(1) = 1, y′(1) = 1

(e) y′′ + 2y′ + y = f(t),

f(t) =

{
0; 0 ≤ t ≤ 1
e−t; t > 1,

y(0) = 0, y′(0) = 0
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(f) y′′ + 4y = 2 cos 2t, y(0) = 0, y′(0) = 4

(g) y′′ + 4y = f(t),

f(t) =


2t; 0 ≤ t ≤ 1
2(t− 2); 1 ≤ t ≤ 2
0; t > 2,

y(0) = 0, y′(0) = 0

Opakováńı

1. Řešte v C: iz2 − 3z + 4i = 0

2. Vyjádřete v algebraickém tvaru

(a) iπ

(b) ln(1 + i)

(c) cos(π − i)

3. Najděte v algebraickém tvaru všechna řešeńı rovnice cosw = 3
4 i.

4. Napǐste definici souvislé a jednoduše souvislé množiny. Uved’te př́ıklady (stač́ı
obrázek) množiny souvislé, nesouvislé, jednoduše souvislé, souvislé ale ne jednoduše
souvislé, jednoduše souvislé ale ne souvislé.

5. Určete, pro která z existuje derivace a pro která z je holomorfńı funkce |z|2.

6. Najděte holomorfńı funkci f(z) = u(x, y) + iv(x, y), jestliže v́ıte, že u(x, y) =
x2 − 2xy a f(0) = 0.

7. Zakreslete množinu < z+1
z−1 < 0, z 6= 1.

8. Spočtěte
∫
C |z|

2 dz, kde C je oblouk křivky y = x2 z počátku do bodu 1 + i.

9.
∫
C

z cos z
(z−1)2 dz přes C: |z| = 2.

10. Rozviňte do Laurentovy řady na mezikruž́ı P (0; 1, 2) funkci 1
(z−1)(z−2) .

11. Klasifikujte singularitu v 0 funkce sin z
z2

.

12. Určete reziduum res0
1−cos z
z3

.

13. Spočtěte integrály (reziduová věta a spol.)

(a)
∫∞
0

dx
x4+5x2+4

(b)
∫∞
−∞

sinx
x2−2x+5

dx

(c)
∫ 2π
0

dx
5+3 cosx

(d)
∫
C

dz
z(z−1)2 , C je |z| = 1
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