fe
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Zistafime jesté chvili u funkee f a kiivky C' z obrazku 5.2(b) a pfedpokladejme navic,
ze f je holomorfni v celé komplexni roving mimo bod 0. Pro rozvoj v nckoneénu tedy
mime

= &
'
f(z) = ey
-0
zatimeo pro rozvoj v bod@ O plati
[+
flz) = by, z".
h==—00

Diky jednozna&nosti Laurentova. rozvoje dostivame
b,=a., nEZ
Speciilng je tedy
resgf{z) + respo f(z) =b_; —ay =ar —a1 =0,

Celkov§ soudet rezidui v obou singularitich je tedy nula. To vysvitluje vihodnost zdpor-
ného znaménka u koeficientu odpovidaciho moening z~! pii definici rezidua v nekonefnu,

. _ sinz .,
Priklad 6.7. (a) Vypo&teme nﬁc.ﬂ. Laurent(Qv rozvoj ma tvar
sinz 1 1 4°
ralale A R
a tedy
sinz
resg—g = -1 = 0
Z

1
h

(b) Wypoltéme Tes oz2es. Laurentitv rozvo] v nekonednu je {viz Pfiklad 5.3 }

2L _ 2 = 1 1
es =z +N+MUA:+£_ -
n=0
Vidime tedy, Zc
2 1 1 1
IeBeezter = =@ = =g = —o
=

Pro stanoveni rezidua funkece je mo#no jako univerzalni metody poufit rozvoje v Lau-
rentovu Fadu. V piipadi podstatné singularity Zadny jiny zplsob k dispozici nemérne.
V ptipadé odstranitelné singularity ve vlastnim bodg je reziduum vZdy nulové. Zhiva pdl.
V tomto piipadé existuje nékolik pravidel pro vipocet rezidua, které si probereme.

Tvrzenl 6.5. Nechl zg € C je k-ndsobny pol funkce f. Pak

k-1
(6.5) _gah&umﬁLNWQmwuﬂﬁua%:&V

Specidlné, pro jednondsabny pol zg mdme

(6.6) res o f(2) = lim (z — 20)f(2).

z—Ip

{a
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Limitnim ptechodem je konecné

lim 22f(2) = —a; = resef(2).
(i} Odvozeni pravidia pro reziduum ve vicendsobném pdlu sleduje stejnou myZlenku
jako pEi odvozovani vzorce pro pil ve vlastnim bodé. Na zdkladé Tvrzeni 6.4 vime, Ze
Laurentiiv rozvoj je tvaru

a
f(2) = o b a1 bt bao 2 S

Hiavni &ast fady je polynom stupné &, ktery eliminujeme, budeme-li pfedchozi rovoost
k + 1 krat derivovat. Mime tak

(=1 ey

13k
) = o = e

+$+§ﬁ$u+5

Vynasobenim 252 & limitou z — oo ziskime

lim 252 f*E0 () = (138 Nk 4 1)y

z—e0

Odtud konedne

_ k41
resoof{z) = —a1 = EAM .“w:_ nzlm!an An__i.u MNTZ Mﬁnuv .

a

Pitklad 6.11( {a) $tanovme reziduum funkce f(z) = e? v nekonefnu. V tomtn piipads se
jednd o odstraniteinou singularitu s f(co) = 1. VyzkouSime si vipodet podie obou pravidel
uvedenych v Tvrzeni 6.8,

1—g4
ot (2= i 2 (1 o) = Uiy == = -1

— tim 22 (e}) = lim A2}~ % =
nmmu&..?vln_wwow ﬁmu IN_._..nuoun Nui..“.
\Mf A (b) Muom:&nﬁ res ozt
evlastni bod je pdlem prvniho Fidu:
1
Nt S Y A N i : 1
res o f(z) Iu_munﬂn Ammku =- «_w._.wo 5= I.Ml-,..

Postup zalozenf na vzorci (6.13) mitZe nékdy vést ke zdlouhavému vypoétu. I v nasem

piipadé je snaZsi ziskat poZadované reziduum z Laurentova rozvoje:

1
ZEr = Z

Vidime tedy, 3¢ a1 = 5, co# da ibned resof(z) = ~§.

N
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Complex Funktions Examples ¢-5 The conditions around the point at ¢

Example 6.11 Find all zeros and poles in C U {0} of

fz— 1%z L 2)F 1
z ’ @ (z—1)%

(e)

(a) The seres are
1, 1, -2, -2, -2,
and the poles are
0, oo, oc, o5 o0,

Here, 1 is a double zero, and ~2 is a triple xero. Furthermore, 0 & a simple pole, and o0 is a
fourfold pole.

(b) It follows by inspection: that oc is a triple zero, and that 1 is a triple pole.

Example 6.12 Given the function

f(z) = 7% cos AWV .

1) Find in the domain || > 0 the Lourent series

4+ oo

m o|=+m 2"
2 n?

n=1 =

of the furction [.
Indicole the coefficients an and b,.

2) Indicate the isolated singularities of f in T =C U {oc) and their type.
5) Find the value of the infegral

\*_’n_u_ f{z}dz,

and the residuum of f at 00,

1) We get by insertion into the series of cosw,

705) = =* cos AJ = mwm b @? - W il LN S

1 = [ 438 Zen+l
H — 2n)! \ = % 2 et 4t 7
1t follows that
1
@ =-35 a1 =1, an = O for n € My Y {1,3}.
and
by = Gfor n € N, by IEwo_.zmz
n = r 1 € Mg, e T 0.
Download free ebooks at bookboon.com
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Complex Funktions Examples c-5 ‘The conditions areund the point at 0o

_ 1
2) The isclaled singularities in T=Cu{x)aran essential singularity at 0, and hecause cos AHV =

cosf = 1 for 2 — 20, & pole of order 3 at o¢.

————r——

3) Then by Cuuchy’s residue theorem,

J. 3 ., N -
y flz)dz = 2mires(f30) = 2t - @y = n.b% = WH —2mives(fiec),
_N_u. ..

S0
1 1

res( f; o0} = ~res(£;0) = “EsT@

e ]
)

S00E A Ak 0 SR O

It's only an
opportunity if
you acton it
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2. REZIDUOVA VETA 153

Definice T.1. Nechf f je funkee holomorfaf na oteviené mnofiné G, necht C je uzovfend
kfivka lefici v G 6 m € G\ C. Cislo

_ 1
Ind 2 I\\ ! dz
2y J z—2zp
<

se_nazgud index bodu 2y ke kfivce C.

Index je tedy definovin pro kaid§ bod, ktery neleii na kfivee C. Nevinné vyhlizejici
integral nds viak pfekvapi svimi vlastnostmi: Jeho hodnota je vidy celé éislo! Navic, jeho
viznam je velmi geometricky. Udavé kolikrat kfivka ¢ obéhla bod zp v kladném smyslu.

Na obr. 7.2 je zachycena typicks situace.

Obr. 7.2.

Indgzg =2, Indgzi=1, Indgez=-1, Indgzy=0.

Pomoxi indexu miZeme reziduovou vitu zformulovat do elegantnéjsi verze,
Bezidyova véta (Obecny tvar) Nechf G C C je oblast a necht [ je holomorfaf na G
af na konecnou mnoziny M C G singuldrnich bodi. Pak pro kaZdou uzevfenou kfivku

¢ C G\ M plati

zEM

\\‘ flz)dz=2rj 3 Indgz- 1es.f.
[#]

Pii takové forrulaci pievzal pojem index zodpovédnost jak za orientaci kiivky C, tak
i za rvozlifeni, ktera rezidua a kolikrat pEispivaji k hodnoté integralu.

1 .
jn—n de (7 je

H-Hm—ﬁ—mﬁ_. . Yp cté it i € v int . v\s A
T V ocleme pomoci ez z¢ -1
M o4

uzaviend kiivka obsahuifci body 1 a —1 ve svém vnitFku a bod 3 ve vn&jsku. Reziduova
véta pfevede vypodet zadaného integralu okamiité na vypodet rezidui v 1 a —1 {pély
nasobnosti jedna}.

1 1 1

A -8 T 2 (-0 3

154 KAPITOLA 7. REZIDUOVA VETA
1 _ 1 1
ORI NE-92 T (8- (-ap %
Dostavame tak =
.\.|.|H dz = 2xj leu\wlq_.
oDz —3F g w1
z =,

Reziduova vita ma jeden dillefity disledek pro funkce holomorfni v € s vyjimkou
konecné mnoziny.

Dasledek 7.1. Nechf funkee f(z) je funkce holomorfni v C vyjma koneiné mnoha singu-
larit 21,%2,-..,2x € C. Pak

k
(7.1 Mmomutq.&‘ reseef = 0.

i=1

(Soudet reziduf ve vieck singularitdch je nulovy.)

Diikaz. Zvoime jednoduchou uzavienou kladné orientovanou kiivku C obsahujici body
Z1, 22,0, 2k vE sVE vnitind oblasti. Pak

k
(7.2) \ fl2)dz=20)) res,.f.
[

i=1

Na druhé strans, podle vzorce (6.4) s uvaZenim, ze v (6.4) je kfivka zdporné orientovina,

mame

I\‘hnu dz = 2Ajres o f.
(&3

Seétenim téchto identit dostaneme dokazovanou rovnost. a

dz

13 78" de C je kladné orientovand kruZnice o rovnici
Z

Piiklad 7.2.f Stanovme \
|z] = 2. Tento pfiklad je typi kou poufiti identity (7.1). Uvniti kfivky C leZi totiz
celkem sto singularit 21, zz,..., z100. {Tvoli vrcholy pravidelného stoiihelniks na jednot-
kowé krudnici) Pro aplikaci reziduové véty potfebujeme znat pouze soufet téchto rezidui
a nikoliv jejich individudlni hodnoty. Vng kiivky C leZ oviem podstatn? méné singularit,
pouze co. Podle (7.1} je

i}

3 ress, f(z) = - 168 o (2).

i=t
Protofe f mé v oo odstranitelnou singularitu, pouZijeme z ‘Tvrzeni 6.8 vzorec (6.11} pro
virpotet rezidua v nekonednu. Dostaneme, e resq, f{z) =0, a tedy

1
—_— =0.
;\H+N=S dz =
(o4
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Redeni: Funkee f ma v bod# 0 n-ndsobny pol a bodé 1 jednondsobof pdl. Piitom

1
Uloha: Vypottéte n\.i dz, Rde C je kladné orientovana kruinice se
(z-3)(="~1)
o 1
stfedem v bodé 0 a polomérem 2. |H!HM;C.+N+NM+...VHP+1_,‘+.:+|+H+N+N..W+... |2] <1,
N:A“_. - NH_ 2z zh N:I— z
Reseni: Uvniti krugnice sc nachazi deset jednoduchych psli funkee f(z). Z potetniho ]
hlediska je viak vyhodn&isi vypofitat rezidua v singularitich, které lezf ve vo&jsi oblasti cof znamend, %o resp— = 1. V piipadé jednondscbného pdélu 1 médme
kiivky €, tj. v bodech 3 a oo, Podle (7.1) totiz plati . {1 —z)
sy ———— =—L Podte reziduové véty jsou moiné hodnoty integrali:
37 res, f(2) = —resaflz) — resaof(2). (1 -2)
{2ilf=1 a) 0, neohsahuje-1i C ve svém vmittku uni bod O ani bod 1.
- . i ‘o —
Pfitom resqf(z) = 0 podle visledku {6.15) a res3f{z) = s Zavérem tedy ziskd- b) 27j, obsahuje-li €' ve svém vnitfkn bod © a nikeliv 1.
vAme i 1
\ Alullwv?j dz = Im..._.._uE|l_|.. ¢) —2nj obsahuje-li T ve svém vnittku bod 1 a nikoliv 0.
o
d) 0, ebsahuje-li G ve svém vnittku oba body 0 a 1. V tomto ptipadé je totiz

H
sin z(1 — cos z}

\i&uwacicup

dz] kde € je kladné orientovana kruZnice o rov-
]

,m : Uleha: Vypoététe ‘\\
{4

nici |z] = 1.
I Vidime tedy, Ze zadany integral nabyva hodnot 0, 2nj, —27].

ReZeni: Uvnitt kiivky € mé dand funkce pouze singularitu v bod# 0 a to pél druhého ;

tadu. Reziduum v tomto bodé je vhodngjsi pofitat technikou rozvoje v Laurentovu fadu. o
o 1
Jelikoz . b Uloha: Vypoététe integral .\. i
sinz{l—cosz)= —— —+---, i+z
2 8 o
ziskdme nékolik prvnich &lent Laurentova rozvoje algoritmem déleni i
I T 2 1 ReSeni: Podle (7.4) musime uréit rezidua v singularitich funkee Ara leZicich v horni
z ez =St o -
Am 8 u 22 poloroving. Jedné se o body z; = v2e5% a 22 = 2 ¥. Vzoree pro vipodet rezidua
2% v jednoduchém pélu da
~lz-g 1 1
ey —3 =—, i=1,2
2 + 241 4y
4 Pak
e - . L
Protoze élen s mocninou 2~ chybi, je reziduum nulové. Odtud \ de="L (= 4+ |v = (% nlﬁ..uu P U S A
irat T a/B\A 3 9\% 20 )
z -0
dz =10,
«\‘mwnuﬁiooa& z =" agn =T
c 2/8 4 4
1
MI Uloha: Jaké moZné hodnoty mtiZe nabyvat kiivkovy integrdl \ ETrp] dz,f € N, h .m o
= Uloha: Vypodtéte integral .\. gy dz, kde a > 0.
0

kde C' je jednoduchd uzaviena kfivka neprochazejici body 0 a 1.
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o
Priklad 7.7. Nalezndte metodou rezidui soudet fady M IH.M
™

n=1
Tento soudet je roven

meotgmz 1 2 iz
P A A P T
vidime, Ze
Teotg Rz 2
resg ] =—
z 3
Proto
£1-2
S =—
—n 6

o0
{b) Souty typu 3 (-)"f{n)
n=—oo
Budeme ptedpokladat, Ze funkce f spliuje stejné pfedpoldady jako v pledchozi &asti
(a). Stejné tak pfevezmeme i znadeni, protoZe postup pfi vypodtu je podobny. Potfebujeme
pouze najit funkei, jeji# reziduum v bodé n € Z ma hodnoty (—1)*. Takovouto funkei je

napf. funkce T, Skutedns, podle Tvrzeni 6.6 jo

STz

ks 1
resn— = =(-1)", n € Z
Bl Tz CO8 |71

Vzhledem k tomu, ze

1

—— =1+ cotg® z,

sIn° z
vyplivi ze (7.16) rovnez uniformni omezenost funkce m.sﬁﬁ na kfivkéch Cw. Aplikaci
pFedchozihe postupu tak ziskAme

oc k T
. -1y = - ) R

(7.19) X e ==Y ()

AL 0Zn

166 KAPITOLA 7. REZIDUOVA VETA
= (=)
Priklad 7.8. Uréome soudet D 73—
Nn=-oc
nF#0
o =]
—1)" —1y"
Viimneme si, Ze m { :Mu = W ..HMlR ( zuv a pouZijeme piedchozi metodu pro funkei
#0

n

f(z) = Wu Podle (7.19) je

Ms U T
nZ VeZsinnz
n=—0o0
n#0
T . s .
Bod 0 je trojnisobnym pélem funkce —————- Jemu odpovidajici reziduum mitZeme ziskat
ZT8I T

napiiklad z Laurentova rozvoje funkee 1/(sin wz) Castefnym vydélenim dostaneme

1 1 7z Tt
= — 4 4
sinwz  wz B 360
Qdtud
{7.20) LA .
’ Zsinmz 2% 6z 360
2
Reziduum je tedy rovno 52 zéviérem mame
o o
-1 1 1 2
ST - Y erg=-F
n2 2 n? 12
=1 n=—0o
n#d

5 Cvifeni

z

Uloha: Vypoitite kiivkovy integral ‘\ dzffkde C je kiivks dand parame-

(z -1}z -2)*
o
it C
trizaci ¢(t) = 24 W,h £ (0,2x).
Reseni: Funkee f{z) = G :MN 377 ™ ve vaitiku keivky C singulasita v bods 2,

a to pol druhého fadu. Piitom

es z PR (L 200 R
1)z - 2F  s—2\z-1 \hm.._.mﬁnlcnl :
Podle residuové vity je

4 .
\. gﬂm’uu dz = —2=j.

o
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Piiklad 9.7. VypoCtéte

1
n\.Nu sin dz,
LT e

~(t) := 2e®, £ &€ {0,2n).

kde

FReseni. Z reziduové vity plyne, Ze

1
\ 2 gin dz = 2xi res z°sin L
4 z+1 z=—1 z+1

ProtoZe pro ka#dé z € C\ {-1} plati:

S 2 P s Vi 1
-4 wudnn_.w |AHN+HV |NAN+:+MU Mga,

H |H — |= l
.\,Nu m?. &Nﬂmﬂ.nmmuum:._ _. Hmi AHK +o+ H_“ Hv H wﬁ..
v z+1 =1 z+1 3t 11! 3

9.3 Vypocdet integrili funkci redlné proménné
pomoci reziduové véty

a) Integraly 56:;? R(sinz,cosz) dz,

kde R : R® — R je raciondlni funkee dvou proménnych a integrovand funkee (tj.
funkce x — R{sinz,cosz)) je spojitd na intervalu {0, 2m).

Zvolme substituci
e =z,

Pak (zatim pouze formalng) dostancme:

z—1 z41 ; 1
sinx = —=, cosT = 2 dz =e"ida, tj. do = —dz,
21 2 iz
a proto
e z—L 241y 1
Risinzx,cosz) dx = \\mh = + Nu —dz, (9.1)
o v 2 2 iz

tRozmysiete si podrobna!

9.3 Vyipedet integraltt funkef redlné proménné pemoci reziduové vity 67

kde
+{x) ==, z € {0,27).

Spravnost rovnosti (%.1), kterou jsme ziskali pouze ,formélnim dosazenim®,
plyne piimo z vitty 5.5, Integrdl vystupujici napravo lze éasto spoéitat pomoet rezi-
duové véty.

_Wm_‘r—wm 9.8. ~

1 B
2 Zomires mrv ~—ir =2y
il (z-2)(z—1) i S\ (- (z -1 1-2 3
(v(z) = &=, z € {0,2)) .
T p
m.v Integraly typu QMMW dz,
kde P,@: R — Ik jsou polynomy, pro néz plati:
o () nemi realny kofen,
& stuped polynomu € je alespoil o 2 vétdi neZ stupedi polynomu P.
7 vySe uvedenych predpokladl vyplyva, Ze
. P(=) - [* Plz) > P(x)
lim dz = lim —= dz = dz,
kboe fu, Q(2) kvt [y Q) o Q)
kde
ap(t) i=¢, t € {-k,k),
a e P
lim (2] dz =10,
k—rtoe B, @ANH
kde
Be(t) == ke®, t € (0,7,
Proto plati
+oo
P@) o tm [ Py,

Jow Ql2) kvt [, Q(z)
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ReSeni: Protofe integrovana funkee je sud, pfevedeme vipofet na integraci pies celou

realnou osu
o0

.\ Fa d \Hm.o = &
Tt +at T=3 i+ at “
[¢] —o0

2
Funkee f{z}) = % mé v hornf poloroviné dva jednoduché pély 2, = adlt a iz = ad ¥,
Piitom

res 2* _ N-.u 1
T 423 T 4z
Odtud
o0
u\ 2 4 w1l + 1 V2r
T=—"(=+=]=——
4+ at 2\ = 2a
—o
Zavirem,
[+
\ x? bz = 2
Bra O dg
L] "
m
Uloha: Vypoctéte integral .\ 4= aeR,|a| < 1.
1--2acosx +a?’
T

ReSeni: Pou¥ijeme metody popsané v odstavci (b). (Integril N—umlo..._mnfm funkce je
pfes viechny intervaly délky periody stejny.) Tim dostdvame

L

-

\ dz B dz 1
1~ 2acosx + a? Z Hlmaﬁuww_u._.am jz’

kde C je jednotkovi kladng orfentovani ruZnice se stfedem v podatku. Daldimi vypoéty
dostanerne

\ dz 11 \‘ da 4ol \ dz

_ Z41 2 jz JJ —at+ (@ +Dz—a = i) —elz—a){z-1)
Qw mnﬁmuv+n 1 l_.u ( ) ._n. { u_ﬁ .L
Integrovand funkce mé uvniti jednotkového kruhu singularitu v bod& a (jednoduchy pol).
Podle residuové vity mdime

.N do 1 1 1 2x
— =27 Tes,

Hmuﬂ ” .
i ._lmnnn_m.,n+au j —a(z—a){z- 1} —afa-3) Hlﬂrau

o
m w Uloha: Naleznéte Lsr dz,a > 0.
z? +a?
o0

—
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" . 1
Regeni: PouZijeme (7.7) pro R(z) = po e &
i Omn —a -
oS T . _ N e
;\ e dz = Re Awaqﬁs%+anv =Re ﬁma m&v T
o -
m o0
m Ulcha: Vypoétét, L S P}
=-P=-5)
-0
= .
1
ReZeni: Tento integral je moZno vypogitat podle vztahu (7.11), kde R{z) = %‘
2= 5z -
v o7 ez
€os T
———————dr=Relwjreszs ——— -+ WIS ——F——— | =
PRI A o De-§ ;wan-u&v

oo
Ulcha: Naleznite songet

Regeni:

Pfitom podle (7.18) je

I

1
41’

r=1

H -
21

5

Hn=-0a

[~]3

a
I
=

(S

=2
=

1
nf+1

L

1 1
— res; ﬁnu+ mﬂroﬁmqﬁu — res_j Auu+ Hq_.oonmanv =

_mootg(ri)  weotg(—j) Iaooem?@

2 -3
arcobgh .

Zavisrem tedy dostavime

Uloha: Stanovte soutet M“ hlw

= 1 1
= —weotghw — =.
mnnt gTeotghT — 3

oo

n
n=1

]

1
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D4 se dokdzat, Ze limita integrdlu po polokruZnici ( pro R — 4o )
je rovna nule, Proto vzhledem k pfedpoklidané absolutni konvergenci
integriiu plati

+eo

" Qfa) do = QUe) ds = 2mi % res O(z) .

=z

kde z, k=1,2, ... n jsou viechny pédly funkee (2} leziei v horni
poloroviné Gaussovy reviny.

Poznimka : Bylo by mo#né taky dopinit dsecku < —R , R > polokruZnici

v dolni poloroving. Potom by vBak uvniti kiivky byly singuldr-

i body v dolni poloroving a uzaviend kfivka by méla zépornou
orientaci. Ale vzhledem k tomu, %e kaZdy mnohoélen s redlnymi
koeficienty md vidy komplexné sdruZené koeficienty, vyjde na-
konec stejny vysledek.

+o0 +o0
3. .\‘ Q{x)cosax dx , Q(x)sinax dx , ae R

—oa 00
Piedpokladejme, e funkce Q{z) mé stejné viastnosti a kiivka C je
stejnd jako v predchdzejicim piipadé. Utvofime funkei Q(z) e'™ , kterd
m4 na redlné cse ( pro z = z ) hodnotu  Q(z)( cosaz + isinaz ).

Protoze |ei*f| = |e!™* ™| = ¢ < 1 pro y > 0, je opit limita
integralu po polokruZnici rovna nule a plati
+c0 . Ll R
Q(x){cosaz+i sinox) de = ‘*.ON:.«@HNV dz=2riy. zes €'z},
- k=i k

kde z , k=1,2, ... n jsou viechny pdly funkce Q(z) ledfef v horni
poloroviné Gaussovy roviny.
Z rovnosti realnych a imagindrnich &dsti dostaneme timto vypoftem
soufasné hodnoty obou integraki

+oc

Qjeosaz dz, [ Q(r)sinaz dz .

—o0

130 Funkee komplexni proménné

2w
1 f e
0 S+4cosyp
2Z+1 dz

Resfeni : Po dosazeni cos¢g = 7 aﬂﬂml vyide
Z

\ua dip _ dz L..ww dz
b 3+4dcosy n.wnﬁm.*.ﬁu“wu - ci(222+5z4+2)°

54+ VB
Integrovans funkee mé izolované singuldrni body 2 = |+.AI
—5— 261
= IW , d2 = Io%|mm = —2 . Ve vnitfni oblasti jednotkové

kruznice se stfedem v potdtka le? pouze bod z { pdl 1. fadu ) .
V tomto bodé vypoditdme reziduum { po rozloZeni jmenovatele na
soucin kofenovych ginitelil a koeficientu 2 )

res L — lm —— 2 *3 -2
mt1 (222 +52+2) —-121(z+1)(z+2) 3i’
 dip 27

. - x _de W

TakZe podle reziduové véty h 5idcosp 3
—-10++/ 100 — 36
Vysledek : Ze dvou singulrnich bodd 2,2 = |..mo| lezi
1
ve vnitini oblasti jednotkové kruZnice pouze bod 2y = —3 {pdl 1. Fidu),
2 1 o m

2% d
——— = = —
A IB32 +102+3) 41 hmﬁnaﬁ 2

2
E.m.\ _d
0 24 cosyp

V piikladech 11.1 - 11.14 vypotitejte podle obecného ndvodu hodnoty danych

integrald 1. typu. Vysledek :  Ze dvou singuldrnich bodi lezf ve vnitfni oblasti jednot-

kové kruznice pouze bod z; = ~2 + /3 ( pdl L. Badu ) ;
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Necht R(z,g) = Olzy) je podil dvou polynomi ve dvou proménnych s realnymi
koeficienty, Déle piedpokladejme, 76 Q(z, ) # 0 pro viechny body na jednotkové krugnici
{{= 1) | 22 4 2 = 1}. UkdZemc, Ze

2

(7.5) ‘\.Enomﬁmiﬁv aa".\mhmu+y «ulwvm

2z " % [J iz’
¢ o

kde © je jednotkové kladnd oricntovana kruinice ¢ = {z € €| |z| = 1}. Tato identita

umozni pfevést integral z goniometrické funkee na kiivkovy integral viiél uzaviené kfivce,

kter{ je moZno spoéitat pomoci reziduové véty. Rovnost (7.5) miZeme bezprostfedné ovitit

vyjadfenim kfivkového integrilu pfes jednotkovou kruZnici pomoci jeji parametrizace
@z} = &%, T € {0, 2x),

Jeliko? pro z = /%, x € R, plati

i W st W

2z 2% z e
A1 o1 FegE
= mra e - =sinz
2jz 2je)® 2j

a ¢'(z) = joi*, ziskavime

2 o
241 22—1% d jeiz
\mﬁn + "n v.luﬁ\.hmncm.ﬁ_mguu._.l ma"\kﬁoomﬁumgﬂv d.
2z iz
o 0

2jz jei®
c
2n 4
Piiklad 7.4. Vypoétém — % fkdea>b> 0 Tento integral je vyse uvedeného
a+ beoszx
0
typu s raciondlni funkei =
1
R = .
S a+bx

Jeli z € (—1,1), pak a + bz > a — b > 0, coZ znamen4, Je pfedpoklady o nenulovosti
polynomu {z,y) na jednotkové kruznici jsou sploény. Polozme

Pz) = =

m+wuwwp “jz jbE +2az + b

1 1 2 1
i

Zadany integral je roven integrilu funkce F(z) pies jednotkovou kruZnici, ktery vypoéi-
tdme pomoci reziduové vitty. Fankce F(z) m singularity v kofenech polynomu #z2+2az-+b
tj. v bodech
—a + va2 — 2 —a—val-t*

b : —_—

Zp =
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7 podminky a > b > 0 plyne, Ze |z1] < 1 a |23} > 1. Nés zajimaji pouze singularita lezici
uvnitf jednotkového krubu, tj. bod 21, kterf je jednonisobnym pélem funkee F(z). Podle
reziduové véty mame

2n
\ dz i res 2 4r
—_— = 2mres,, - = =
@+ beosx 1 Vi — n1)(z — z2) Bz — )
0
_ o 25
TV wae Ja-&
—_—
s+
(c) Integraly typ .\ R(z)&* fiz, R{z) je racionalni funkee.
—o0

V této &isti se budeme zabfvat integraci funkee R(z)e™, kde R je raciondini funkee
s redlnymi koeficienty nemajici pély na redlné ose s limitou lim;_.; B(z) = 0. Integraly
tohoto typu jsou dile#ité pro Fourierovu transformaci a reprezentuji dva integraly ze
soucinu raciondini a goniometrické [unkee:

-0

WmEmﬁ dz = ME& cosz dz +j Wm@aﬁ dz.

Pro vjpotet téchto integrilii se pouziva podobny postup jako v odstavci (a). Jenom doké-
zat, Ze integral pies horni polokruznici K, se zvBtfujicim se polomérem konverguje k nule
je slozit&j&#l. To jc obsahem nisledujiciho Jordanova lemmatu.

Tvrzeni 7.1. Necht K, je polokruinice {z € C | |z| =r, Imz > 0}. Pfedpokiddejme, 3¢
f(z) je spajitd funkce definovend na priniku okeli nekoneéna a hornf poloroviny. Omadime

Mir) = max [f(=)-
Jestlize im0 M{r} = 0, pak Imp_o f; f(2)el* dz =0

Diikaz. Pomoci parametrizace polokruznice K,: . (t) = rei®, £ € {0, 7) vyjédiime kiiv-
kovy integral

"
\ fla)d* dz = \ Firet)d™ -jre® dt.
R, o
ProtoZe |f(z}| < M(r) na K, miZeme edhadnout

(7.6) \ fl2)ei® dz| < rM(r)- .\. || 4t
Ky ¢

Dile,

| = emrsint otk
.

\ F(2)e¥ dz| < rM(r)- \ £-TIRE g
K-

0
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131
res 2 1 - W odp 2w
=n i(22+4z+1} i3 v 2+cosp 3
11.4. \., L
-r V5 + 2sine
2
_ -1
Reseni : Po dosazeni sing = z — a dp= &lw vyjde
2zi iz
‘\‘a dip _ dz I.% dz
—+/ 5+ 2sing waﬁ<\w+wu~m~\.—_u c22+ iV hz—1

Integrovand funkce ma dva izolované singuldrni body

LTl (v5-1) -i (V5+1)
YT 2

5 T2 -

Ve vhitfnd oblasti jednotkové kruznice leZi pouze bod z; (pél 1. Fadu);
res 1 _ lm z—z _ 11
=24 ioe—1 =a(z-zn)z-zm) m-—z 1

Hodnota integrilu je tedy 2w .

2
ﬁ.m.\ _%__ uspsa.
o a+bcose

Vysledek : Ze dvou singuldrnich bodi le3i ve vnitini oblasti jednot-

—a 4 vaE =

kové kruznice pouze bod z; = F@p:|$ ( pdl 1. fadu ) ;
s 2 o \5 dp o
=a (b2 + 20z 4+b) iVE-FF h adbeosy Jal—F

r &ﬁ
11.6. —_—
[T

Reseni: Po dosazeni vyjde integral funkee komplexni proménné

e

132 Funkee komplexnf proménné
.\.na dyg I.& 1 m _ 4z iz
o {(VZ-cosp) Qma\lluwivn iz Joi(s2 —2v3z4+ 12

Integrovana funkce ma dva singuldrni body 2, = V2+1, zg=v2-1.
Ve vnitin{ oblasti jednotkové kruZnice lezf pouze bod zp (pdl 2.Fadu);

Cod sz —m)® -4z +2)
res f(z) = lim — =2z -z lim -2
—_4 Zz+n = -4 w(@ |m
h iz —uP i-2p i

Hodnota integrélu je tedy 272 .

27 Aﬁ
wr [
b (24 cosp)?

Vysledek : Ze dvou singuldrnich bodd lezi ve vnitini oblasti jednot-
kové kruznice pouze bod z; = —2+ v/ 3 (pdl 2 Fadu ).

os 4z dz 2 - %ua dy _ 4r
= i(z22+4z+1)2 3/3 b (2+cosp)? 3V 3

1.8 \.? do
Tfh (5—4cosp)’

Vysledek : Ze dvou singulirnich bodi lezi ve vnitini oblasti jednot-

1
kove kruZnice pouze bod z; = 3 ( pdl 2. Eadu ).

- zdz 5 L dp _lom
@A —bz+ 2P 20 o (5—dcosgf 27

2 dg
11.9. \_.“_ (3—2sing)?

Vysiedek : Ze dvou singuldrnich bodii le?f ve vnitini oblasti jednot-

kové kruznice pouze bod 2z = £ i (pol2 fadu).
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3+ 3cosy 9 \4

133 134 Funkee komplexnfl proménné
res iz dz __8 \ua dy _ o (+1? L ZEAD Asvg _ 103
=a (ZF-3iz -1  5/5 b (3-2sing)? 55 LB 32 4 10243) ey 32(z43) N0J B 94°
2w 2w 2 10 75 5
:.E.\ % sbs0. Takie x E%nlﬁllu a
o (e +bcosyp)? 0
Reseni : Po dosazeni vyjde integrdl funkce komplexni proménné

s,Hw.
2

Do 2
E.E..\ L N VY
o
dip I.*. 1 dz 4z
o (a+beosg)? QA i

13+ 12cos¢
= n dz.
a+ b5 un iz Joi(ba® +2az +b) Vysledek : Hodnota integrélu je HleH .
Integrovand funkce md dva singuldrni body, ve vnitfni oblasti jednot- 11.13 .\ 2 dy Dca<cl
[EPSRPIY v Tk 1 —Zacosp +a? ’
ové kruznice le#f pouze bad z = —=+ - B (pél 286du ) 5
Reseni: Po dosazeni vyjde integral funkce komplexni proménné
res 4z - lm d da{z — 2)? _
=n i(b2? + 2az +B)  iomdz 1Bz — 2z — ) .\ba dip — —dz _ 2
R e 8a o 1—Zacosp+a® Joilez?—(a®+1)z+a 1-—a®’
12 (2 — 72 m:\?n — 2)? protoie z = a je pdi 1. fadu, ktery lezi ve vnitfni oblasti jednotkové
Ira kruZnice a
Hodnota integrilu je tedy .
(a? — %) res 1 = lim le-a)
\ . r=aifaz® —{a® + 1)z +a] *—eia
T costyp
11.11. —dp .
.\H,. 9+ 3cosyp v

(z—afz—1)  i(e®-1)°

2m 2
] R dy
Regeni : Po dosazeni vyjde nasledujici integral funkce komplexnf o
proménné

O<a<l.
1—2acosyp+a?’ <o
1 2
Vysledek : Hodnota integrdlu je 1 MM»..._. .
2% costy _ WM.WCM dz (z2+1)? dz
o 5+3cosy & Joh+35tiz  Jo2i22(322 +10243)
o V pifkladech 11.15 - 11.38 vypotitejte podle obecného ndvadu hodnoty danfch
Ve vnitini oblasti jednotkové kruznice lezf dva singulérni body 2, =0 W”M%w_c Nw.mﬁﬁaﬂmmwﬁﬁﬁwwﬁ Aaw_%w&& ua zékladé symetrie také
(pél 2 fédu) a =z =—1 (polL fédu). TLESTEY Z6€ sude 100k -
{22 +1)* od (2 +1) Aﬁ O \‘8 dz
i 2 1 .
R B2 +102+3) =~ hdz322 + 102 +3 G ) Q15 | mra
— lim 4p(z +1)7(322 + Wz +3) — (2 + 162 +10) _ 10
T (322 4+ 10z + 3)2 T8’

TeSeni: Absolutni konvergence nevlastniho integralu je zarutena tim,
z¢ stupef jmenovatele je o dvé v&tE nek stuperi Gitatele a Ze integrovana
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136 Funkce komplexni proménné
funkee je spojitd pro viechna = € R (jmenovatel nemd redlné kofeny). 11.10. \\‘ = |l1.a.a| .
Proto podle obecného postupu o {2+1)(x24+9)
20 dx 1 . 1 T Vysledek : Podminky pro pouziti obecného postupu jsou splnény a
.\MB Z2rts 2mi o F2z+5 2mi ) — g =g integrovand funkce je sudd, takie
-t
e
kde jmenovatel ma kofeny z; = —1+2i , 2z = —1-21 (pdly 1.7ddu), .\.8 dz Hw = dz AF — Pu r
2 nich v horni poloroving Yezi pomzeod 2, - o (@)@ +9) 2w (22 1)z + 9y ~ "\161 ~ 48i

247
o d
SN ETRTY)
0 zt+5r?+4 11.20. .\ = dz
Reseni : Vypofet integrilu touto metodou je umoinén tim, Ze inte- {24+ 1)(a? -+ 4)
grovand funkee je sudd. Po rozloZeni jmenovatele na soufin vyjde

de . 1 1 x <u.\m_mn_mr : Podminky pro pouZiti obecného postupu jsou splnény,
.\. — _— =Tl Al.l‘l.vul. takze
o 2+ 5r2+4  2Josc {22+ 1){22+4) 61 121 12

- oc Hn dr 2 -1 —q ™
kde jmenovatel md kofeny z; =i, ;p=—i, ;=21 , z =—2i, \\‘ @E L 1)z + 4) =2mi Aﬂ+|5m R
z nichZ v horni poloroving leZi pouze z a z3 a vypolitime
1 z—1 1 1 z dx
e =li P = —
HEErs G- 0@ ) B d 6 4&)Cua E::EM i
. 1 z—2i 1 " . . .
resz =21 (22 + 1)(z2+ 1) «_w._..m__ {2+ D{z—-21)(z+2 L rww|~ ' nmaw.m_mmmw : Podminky pro pouZiti obecného postupu jsou splnény,
Ze
oo dx .\8 z dx ! Aw 2 u
L S——Y -
11.17. \éauiﬂt. e P F @ +4) TG 12
Vysledek : Podminky pro pouZiti obecného postupu jsou splnény, Viysledek odpovidd tomu, Ze se integruje lichd funkee v soumnérném in-
takie tervalu.
2 dx o1 27
‘\‘ 5 =2 - =—.
—c X2tz +1 i ,\.w ,\lm
1L.18. \ L — 1.22 \ ___Fa
—eo 2+ Az +13 M2 T 2242
Vysledek : Podminky pro pouZiti vbecného postupu jsou splnény, Vysledek : Podminky pro poufiti obecného postupu jsou splnény,
takie takZe
ot dx 1 =
\. =M ==

) \s x dx Coni 11+ B
—oc 22 + 4+ 13 61 3 oo (22 122 —22432) 21—21) ' 2i(2i + 1))

]



[i}.] Rezidua. Reziduovd véta

ot + k), jelite (—2k,0),
Wlt) =9 Bi), jelit & (0,7).

Nynf uvaiujme kruh IF(0,r) C C tak velky, aby obsahoval viechny kofeny poly-
nomu € {takovy jisté existuje!). Pak pro kaZdé redlné &islo k > r plati

fame- ame

+§E-a§|%f
TG &ei»wtu‘\»“» Gﬁnvnmlh@?u& .

a proto

A ted aplikujme reziduovoun vétu:

wmPE) PR Do res AENJ.

S TE Rl M Tey 2 =\dw
Tion
hmummﬁ—mn 9.9, ~
+oc ﬁ_H +o0 n_.H _
4 [, wrmrm - L. G- C1+) G- (1= ° ™
) 1 e 1 o
R S ey gy S m: —-1- emv
. 1 _m
i T@ —(-1- L Tz
b —

INamalujte si geometrické obrazy kiivek ax. i, .
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3 Vypodet uréitych integrali pomoci reziduové véty

V této &asti si probereme nékolik zéakladnich typi vipoétu urdityeh integrald pomoei tech-
niky zaloZené na reziduové v&té, V nisledujicich aplikacich leZi t&zisté dilezitosti reziduovd
vity.
oc
P{x)
Qx)

—ca
Piedpokladejme, 7e P(x) a Q(x) jsou folynomy s realnjmi koeficienty, ptifemz stupeii
polynomu € je alespoh o dva véts neZ stuped polynomu P. Necht ) nema #Adné kofeny
na redlné ose. Budeme poditat integral

(a} Integraly raciondlnich funkei dz.

7 P()
e

dx.

(Rozmyslete si, Ze za danjch piedpokliadii intcgrdl existuje!) Myslenka vipodtu spodivd

v nalezeni vhodné uzaviené kfivky obsabujici tiseZku na redlné ose. Zvolme pro kladny

parametr r > 0 kladné orientovanou kiivku Cr = L. U K¢, kde L, = [-r,7] je (setka na

realné osc a K horni polokruZnice sc stfedem v potatku a poloméra r {viz obr. 7.3).
Zvolme navic polomér r tak velky, Ze C.

obsahuje ve svém vnitiku viechny kofeny po-

iynomu Q(z) leZict v horni polorovingé. Za zd-

kladni funkei zvolme Funkei £y
P(a)
fiz} = .
=2
Podle reziduové véty L,
% figpdz=2mi 3 res. £(2). —r [ r
o (alQ(z)=0
Tm >0}
Tento kiivkovy integral je moino na druhé strané Obr. 7.3.
napsat ve tvaru souctu
(7:3) fi=fi+]s
Cr Lr K-
Pritom -
P
flz)dz= { == d=x.
[ )
L. -7
Pro r — co da tento integrdl poZadovany nevlastni integril. Viip postupu spodiva v tom,

i
%e raciondloi funkee f(2) klesd v nekonefnu k nule alespori s rychlosti poklesu funkce =

coi zajisti

T—0C

lim .\ fz)dz=0.
&,
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Skuteéné, diky pfedpokladu o stupnich polynomd ma racionalni funkce

2 P(z)
Qlz)

vlastni limitu v nckonegnu. To implikuje, Ze tato funkce je v absolutni hodnet& omezend
v jistém ckoli nekoneéna P konstantou A:

22P(z) P(2)
Q2 Q(z)

Pra keivkn K- lefici v okoli nekonecna P miiZeme pomoci Tvrzeni 3.1 odhadnout

M
[2[**

<M 5. < € P

\.‘En_n mgm_rmﬁﬁqu.mwmm_w?:M.ﬁ..ﬂm"ﬂlo pror — co.
,5

Limitnim pfechodem r — o

oo

P{z) A = 2 ._u?v.
o |h Q=) _? _Wm_up o
Im 20}

o —

2
Priklad 7.3. Vypottém ¢\ % dr, a > n‘._mm-.zw se o integral z racionalni funkce,
—00

kterd vyhovuje pifedpokladim uvedenym P{z) = z* a Q(2) = (:* +a%)® Jedingm
nulovim bodem funkce Q(z) v otevfené horni poloroving je bod aj, kterd je pélem druhého

P(z) )
fadu funkee s teziduem
) Q)
Pl _ a2 - \.P,I
gy = I - eriay) - i (i) -
. 20jz 1
= lim — = —.

z—aj _”N + .....‘.Su 4aj
Tim méme
7 2 Piz) 1 =
x
e d = 2] 108 g = 99— = —.
.\ AHM+DJN m.q.:nm EQA& s.E.»&.wn
‘8

2w
(b) Integrily goniometrick§ch funkci \.mﬁn_um z,sinz) dr.
0

—— e
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Podrobndji se nyni padivime na integral vpravo. Pro t € {0, 3} plati nerovnost

2
sing > ~f,
T

Tato nerovnost je disledkem konkévnosti funkee sin na intervalu {0, §) (viz obr. 7.4).
Diky symetrii funkee sinug vahledern k bodu
7 také mime, Ze

x

z
.\‘mlﬂwmn: di = M,\xnl.‘mmnu dt.
o

a

Skutefné, pro kazdé ¢ € (0, §) plati

mmEAWI& = &in AH+&. \__ x/2

2

Tedy

x H
.\.m\..mmbw dt = t\‘nlq.wmbawtu dt =
z ¢

{V posledni rovnosti jsme pouZili substituci v = § — £) Plati tedy

Obr. 74.

I
ml...mmnﬁWIS &nﬂn\mlﬂmmuu de.
1]

ch\n—'la

EH H oo
\\.ml..mmn_m nﬂnmw.\ml«.wn 4t AM\\NI..W“RMu
1] 1] ]
1 T
=2—=1
Zp r

Vratime-li se k nerovnosti {7.6) mime

.\a?umn dz| < ﬁi?vm = nM(r).

Kr
JelikoZ podle pfedpokladu m,.oc M(r) = 0, je téZ
lim \ f(2)e® dz=10.

Kr
]
s . _ Pl e - - _ .

Pro raciondini funkei R(z) = 775 5 redlnymi koeficienty a fim, .o R(2) = 0 méme

podle Jordanova lemmatu
lim \‘ R(z)ef® dz = 0.

0

K.
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Dile je moZno postupovat zcela stejné jako v piipadu {a) a odvodit

o
(7.7 \\ Rz dr=2mj Y  res Rlz)e
“ee {1Q(=)=0
imz>0}
oo D.mH
Priklad 7.5. Urfeme integra .\ ZaF Jednd se o integril viSe uvedeného typu pro
—00
1
Rz} = . e (7.7
(z} i Podle (7.7)
T in ol 2
. e T _g
= " = Mrj——— = —e 2.
.\ Hu+pn_.ﬂ m:._:mwhnu+» .Em.m._. mn
-0
Ptechodem k realné &4sti daného integralu mame
o N.WH o
COST T _g
= dr = — .
m.m;\.ﬁw+.paa \Hn+h 2°
—os —oc
oo o1}
(d) Integraly typu \. R{z) cos x dz {resp. \ R(z)sinz dz).
—20 —o0

V této &dsti se budeme zabjvat integraly vige uvedeného typu, kde R(z) je raciondlni
funkce s reiloymi koeficienty a lim,—..o R{(z} = 0, majici jednoduché pdly na reilné ose
a to pouze v nulovich bodech funkce cosz {resp. sinz}. Postup vipodtu si ukiZeme na
integraly [ R(x)sinz dx. Oznalme 21,2,...,2 poly funkee f lezici na redlné ose.
Podle predpokladu jsoun to celofiselné nasobley a1 Vipofet integrilu spofivd v integraci
funkce

flz) = R(z)e?

pies kiivku Cr, skladajici se z usefek, polokruznic Ky g, Koy, ... Kig a pololariiinice K,
tak, jak je to zndzornéno na obr. 7.5 {a} (pfipad k=3).

20

Obr. 7.5.
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. F4du ), v horni poloroving le3f pouze body z a 2. Reriduum je
vhodné vypotitat obecné pro singuldrni bod z ( pomoci 'Hespitalova
pravidla ) a vysledek upravit rozsifenim 2z

pes —— — lm 2 o gy = Lo B gy
_ Iy —=—=—= — =1,2.
=41 mmat4l add 42 42 47

o r*de
11.32. .

I8H&+p

Vysledek : Hodnota integrilu je M .

s 2
3. [~ 2=

o €8 41

Releni : Podminky pro pouziti abecného postupu jsou splnény, takze
a0 2 dx i

\|B MQI.TH =2m Alm + |~w + |mv = m“ kde integrovand funkce ma.

NEET \ —3+i

— AR TLAas——a—

Rezidua je vhodné poéitat obecné pro singuldrni bod z; { pomoei
I"Hospitalova pravidla )

v horn{ poloroviné pély 1.fadu 2, =

z (- n)d? 2 #g 2
ey e Tt Te
Pfitom zi=1%=-1,

1
2= W?@iuw |a<m+u.E +3v3i% + 1% uw? —i)=1i,

uwT,\f:muA —3v3+3.31 - 3v3i% + i’ vnw@T:l.

11.34. \
OOHmn_vH
2

Vysledek : Hodnota integralu je 3

o 1t dr

11.35. .
— a8 +1

2
Vysledek : Je pfekvapujici, e hodnota integralu Wa. je stejna jako

v pfedchazejicim piikladu.

140 Funkce komplexni proménné

oo dz
11.36. [ TR

Redeni : Jmenovatel ma v tomta pfipardé dva trojndsobné kofeny
z=1+4+2i, z3=1-2i, tak?e potitime reziduum v pdlu 3. tadu

Ies |H lim .WH|AN — 1)
=n (22 - 22453 a2ld?(z— Bz —m)
1 12 6 i} 3

=il o oy & |§m = @iF " B

tedy ——
Hodnota integralu je tedy mmm

z? dx
nar [ et
Vysledek : V bodé z =2i je pdl 3. mma_c. ;
2

z E
=5 (2440 Em_ = \. ﬁﬂu+ 4)3 Tl
z? dx
ns [ ornew
Vysledek : Vbodé zy =—-2+1 jepdl 3. fidu;

res =2 _ - .\ % dx _ 13w
Muﬂ_ﬁu+§+$u E ?+§+3m|p.

V piikladech 11.39 - 11.56 vypoditejte podle obecného ndvodu hodnoty dangch
integrald 3. typu. Touto metodou se daji poéitat na zdkladé symetrie také
integraly ze sudé funkce v intervalu < 0,00) .
nae )"

—w 2 —224+ 5
Reseni : Racionalni funkee ma pozadované vlastnosti, tak¥e miizeme
picjit k funkei komplexni proménné a pouit reziduovou vétu.

et dz (42 =24 - o
.ﬂ‘nmmlmm._.mﬂwq: -3 = -—(cos1+isinl},
kde zy =1+ 2i je jediny pal 1. Fadu v hornd poloroving a
m« dz eiz m:_ m:~+w_..._
res = lim = =

=11 72 -2z 45 Ar—z 2 —2 41
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Pro rovnost redlnych cdsti vyjde
8 cosz el dz

meost
Saulwa+cn_.\« mnounlmn+u 2¢? =0, 11486 .

mm @\Jﬂﬁu EMM._.U a -

Vysledek : Vypodet se provede stejné jako v pf. 11.39, vysledek
dostancte z rovnosti imagindrnich casti;

8 mEH m:e_u ..__.mmn:
—_——dz =1 _—= =0, 17888 .
\.aafmifm M —2z+5 2

oo cOST
11.41. u\ —dr.
-0 H.u — 4z + m
Vysledek : Podobné jako v pfedchizejicim p¥ikladu
&% dx RICEL SN P ] 7
=2ri = = 052+ isin2

.moml»im dharr 3 = galcw 2+ isind).

Pro rovnost redlnych asti vyjde

Boom.ﬁ minm ,anomm
—_— = _ = = —0.0885 .
\lﬂaulme.fmaa m.m%n.%lmn:.m Ze? 85

cosx
11.42. \ dz .
P+or+2

Vysledek : Podobné jako v pfedchézejicich prikladech

eiz dz i(=1+1) i T

=2ri =we” ' =—(cosl—~isinl).
frmrr T L nl)
Pro rovnost redlnych &ésti vyjde

Snoma m.,nam :n.umu
" = — " = =0,6244 .
\.Sam+ma+mna mmn%+mn+m e ’

o0 sinx

—oc &%+ 20+ 2
Vysledek : Vypoéet se provede stejné jako v pi. 11.42, ale vysledek
dostanete z rovnosti imagindrnich &4sti;

oc sinx el* dz rsinl
—_—dr =1 = - = —0, 8415 .
R\SHN+M&+M EQNM+MN+M e '

11.43. dz

142 Funkece komplexni proménné

COST
11.44. u\.ﬁun 2z 42 dx

Vysledek : Podobné jako v predchazejicich prikladech

iz J= it+i) . T
=2ri =we "t = —{cos1 + isinl) .

‘N.Nn.Tmn.Tm T e m?om +isinl)
Pro rovnost realnych &sti vyjde

< 0SE ei* dz meosl

— = e dt=Red ——— = =0,6244 .

\‘ls.sulmn+m c 22 —-2z42 €
Prot maze vyjit stejny vysledek jako v pf. 11.42 7

o0 sinz
11.45. \ ST e,
—oxr Hn —2x+4 2

Vysledek : V¥potet se provede stejné jako v pi. 11.44, ale vysledek
dostanete z rovnosti imagindrich &dsti;
: iz dz :
0 sin e asin 1
————dz =g ———F = =0),8415 .
u\wuoanlwu..._am c2—-2z+2 e

Proé vyjde ve stovnand s pi. 11.43 opaény vysledek 7

®G COST
1146 (725

ReSeni : Jmenovatel racionalni lomené funkee ma koteny
7 =141, zy= =141, z3=-1-1, z, = 1—1 . Raciondln{ funkee mi
véechny poZadované vlastnosti, takZe miZeme prejit k funkei komplexni
proménné. Pi vipottu rezidui vyjde ( pomoci 'Hospitalova pravidla }
Tes e = lim HNIN.LmT.. = lim mm«
=z 2 4 4 i~z A4 4 2z »Nu
Nmnr Z Nmu» z m:r
=2 _ =" _ %" k=1234
1z} 4z} —-16 ' '
Podle reziduové véty

iz W) (] o4 §Yefl-1+)
Kn &Numdﬂhﬁxfum +AH+&m v

-16 —16
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_omififel—ef) il e )y W
= m 7 + 3 Ibnﬁm_aw.*ncm 1).
protoZe v horni poloroving lezi dva pdly 1. fadu 2z, a =z .
Vzhledem k tomu, Ze integrovand funkce je suda, mizeme psit
o COSE < OST el
dr = dz = 14 cosl
b Mr4 m.\ 4 qu 7= g lin L + o).
bt HmEH
11.47. \
x4+ ﬁ

Vysledek : Podobng jake v pfedchdzejicim pifkladu destanete podle
reziduové véty a vzhledem k tomu, Ze integrovand funkee je suda

o« rsing 1 zel? msin 1

o 4+ <= Im m%mu.a+.pﬂ de

0 COSE

— ,aeRt.
—o 2 +a? 7

11.48.

Reseni : Racionalni funkce mé viechny pozadované vlastnosti, takie
miiZeme piejit k funkci komplexni proménné a pouzit reziduovou vétu,

e dz cefell e T
.&. —_ =27 — = = ,
cz? +a? 2ai a a et
kde 2z =i jejediny pdl 1. fadu v horni poloroving a
ez dz eiz m.?s

— = lim =
= 224 a? s—alz-tai 2ai
V tomto piipadé vydla realnd hodnota, kterd je pfimo rovna hodnoté
*© ginz

daného integralu. V integrdlu \\. pe e dz je integrovand funkee
—_
lichd Funkce, takze tento integral je roven nule.

o3 cosx
:%. \n ?b.fsu?.u +&N

144 Funkce komplexni proménné

Vysledek : Podle reziduové vty a vzhledem k tomu, Ze integrovana
funkee je suda, vyjde

i coSZ etz dz w(2e —1)

o {(x2+1)2 (2% + n:m m c (22 +1)? (224 4)2 12 €2
protoZe integrovand funkce ma m_cm pSly 1. fadu v horni poloroving
(z:1=1,2z=21).

o zsinT
11 mo.\ de .
) @G

1

Vysledek : Podle reziduové vty a vzhledem k tomu, #e integrovana

funkce je sudd, vyjde

1 ze'® ds (e —1)

‘\, zsinx de == Im
@132 (22 +4)2 2o (22412 (27 + 4)? 6 e?
protoZe integrovand funkce md dva pély 1. fadu v horni poloroviné

(zmy=1, z2=2i).

@Q \s@m @+%%

Reseni : Raciondlnf funkee méd poZadované vlastnosti, takie miizeme
pFejit k funkei komplexni promé&nné, kterd mé v hornf poloroving pdl
2.fadu zn =241

res e'* dz lim & el elifz—m) -2 _
=5 (2F — 4z +5)2 s—mde{z—2)? {z— =) N

e'@+0(121 —2) e' e(—4) 4(cus2+isin)

= @ip —8i e 81
Podle vity o rezidsuich
ef= dz #8mw+_m5m
=97 T teos2 7
%QANUI_»N+3 wa_m 8i ?om +isin2) .
Pro rovnost realnych &dsti vyjde
o cosz giz 47 meos2
——————— dr=Re = = -, .
\.a @ -4z vap e —22+60 0,481
coszx
11.52. dz
\, wE+2+2)°



