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Teorie

Definice 1. Funkci f(z) nazveme holomorfńı v ∞, je-li funkce f(1/z) holomorfńı v 0.
Laurentovou řadou se středem v ∞ rozumı́me řadu

f(z) =

∞∑
n=−∞

an
zn

přičemž jej́ı regulárńı část́ı rozumı́me
∑0

n=−∞ anz
n (tedy tu část, která je holomorfńı v

∞) a hlavńı část́ı řadu
∑∞

n=1 anz
n. Reziduem v ∞ rozumı́me −a1.

Definice 2. Bod ∞ je k-násobným pólem funkce f , jestliže 0 je pól násobnosti k
transformované funkce f

(
1
z

)
.

Věta 3. Funkce f má v ∞ pól násobnosti k právě tehdy, když

f(z) = zkg(z),

kde g je holomorfńı funkce v okoĺı ∞ s vlastńı a nenulovou limitou v ∞.

Věta 4. • Je-li ∞ odstranitelná singularita funkce f , pak

res∞ f = lim
z→∞

z2f ′(z).

• Je-li ∞ k-násobným pólem funkce f , pak

res∞ f =
(−1)k

(k + 1)!
lim
z→∞

(
zk+2f(z)(k+1)

)
•

res∞ f = res0
−1

z2
f

(
1

z

)
Věta 5 (Reziduová). Necht’ Γ je jednoduše uzavřená křivka, prob́ıhaná v kladném
smyslu vzhledem ke svému vnitřku. Necht’ dále jsou a1, a2, . . . , ak body z jej́ıho vnitřku.
Je-li f holomorfńı na Int Γ \ {a1, . . . , ak} a spojitá na Int Γ \ {a1, . . . , ak}, pak je∫

Γ
f(z) dz = 2πi

k∑
j=1

resaj f.

Věta 6. Necht’ f je holomorfńı v C až na konečně mnoho izolovaných singularit aj ∈ C,
j = 1, 2, . . . k. Pak je

k∑
j=1

resaj f + res∞ f = 0.
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Lemma 7. Necht’ R je racionálńı funkce, která nemá póly na R a která nabývá na
R pouze reálných hodnot. Necht’ je holomorfńı na množině D := {z ∈ C;=z ≥ 0} s
výjimkou konečné množiny M lež́ıćı uvnitř D. Necht’ limz→∞R(z) = 0. Pak∫ ∞

−∞
R(x)eix dx = 2πi

∑
w∈M

reswR(z)eiz

Lemma 8. Necht’ R je racionálńı funkce, R = P/Q, kde P , Q jsou polynomy s reálnými
koeficienty takové, že stupeň Q je alespoň o 2 větš́ı než stupeň P a Q nemá kořeny na
reálné ose. Necht’ M je množina všech kořen̊u Q, které maj́ı kladnou imaginárńı část.
Pak ∫ ∞

−∞
R(x) dx = 2πi

∑
w∈M

reswR(z)

Lemma 9. Necht’ Q je racionálńı lomená funkce, necht’ izolované singulárńı body funkce

f(z) = Q

(
z2 + 1

2z
,
z2 − 1

2zi

)
nelež́ı na jednotkové kružnici.

Pak ∫ 2π

0
Q(cosϕ, sinϕ)dϕ = 2πi

n∑
k=1

reszk
1

iz
Q

(
z2 + 1

2z
,
z2 − 1

2zi

)
,

kde zk jsou póly lež́ıćı ve vnitřńı oblasti jednotkové kružnice.

Př́ıklady

1. Určete residuum v ∞

(a) e1/z

(b) ze1/z

(c) z2e1/z

(d) z3 cos 1
z

(e) (z + 1)e
z−1
z

2. Spočtěte integrály, všechny křivky orientovány kladně:

(a)
∫
C

dz
z(z−1)2

, C je |z| = 1
2 .

(b)
∫
C

dz
1+z100

, C je |z| = 2.

(c)
∫
C

dz
(z2−1)(z−3)2

, C je uzavřená křivka obsahuj́ıćı ve svém vnitřku body -1 a 1

a ve svém vněǰsku bod 3.

(d)
∫
C

z dz
sin z(1−cos z) , C je |z| = 1.

(e)
∫
C

z
(z−1)(z−2)2

dz, C je ϕ(t) = 2 + 1
2e
it, t ∈ [0, 2π].

(f)
∫
C

ez

z(z2+1)
dz, C je |z + 1 + i| = 2.

(g)
∫
C

dz
(z−3)(z10−1)

, C je kružnice se středem v 0 a poloměrem 2.

3.
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(a)
∫ 2π

0
dx

5
4
−cosx

(b)
∫ π
−π

dx
1−2a cosx+a2

, a ∈ R, |a| < 1

(c)
∫ 2π

0
dx

5+3 cosx

(d)
∫ 2π

0
dx

a+b cosx , a > b > 0

(e)
∫ 2π

0
dx

(5−4 cosx)2

4. (a)
∫∞
−∞

dx
x2+2x+5

(b)
∫∞

0
dx

x4+5x2+4

(c)
∫∞
−∞

dx
(x2+2x+2)2

(d)
∫∞
−∞

x2

(x2+a2)2
dx, a > 0

(e)
∫∞

0
x2

x4+a4
dx, a > 0

(f)
∫∞
−∞

xdx
(x2+1)(x2+4)

(g)
∫∞
−∞

dx
4+x4

5.
∫∞
−∞

eix

x2+4
dx

6. (a)
∫∞
−∞

cosx
x2+a2

dx, a > 0

(b)
∫∞
−∞

cosx
x2−2x+5

dx

(c)
∫∞
−∞

sinx
x2−2x+5

dx

(d)
∫∞
−∞

cosx
(x2−4x+5)2

dx

7. Jaké hodnoty může nabývat integrál
∫
C

dz
zn(1−z) , n ∈ N, kde C je jednoduchá

uzavřená křivka neprocházej́ıćı body 0 a 1.

8. Doplňte kř́ıžovku

(a)
∑∞

n=−∞ an(z − z0)n . . . . . . řada

(b)
∂f1

∂x
(w) =

∂f2

∂y
(w),

∂f1

∂y
(w) = −∂f2

∂x
(w),

. . . . . . podmı́nky

(c) Funkce, která má derivace v každém bodě jisté otevřené množiny.

(d) Reálná funkce f(x, y) dvou proměnných definovaná na otevřené množině G,
která má na G spojité parciálńı derivace 2. řádu a v každém bodě G
plat́ı:

∂2f

∂x2
= −∂

2f

∂y2

(e) Necht’ f je holomorfńı na po částech hladké Jordanově křivce C a na
jej́ım vnitřku. Potom je ∫

C
f(z) dz = 0.

Cauchy-. . . . . . ova věta.

(f) Každá omezená celistvá funkce je konstantńı.

. . . . . . věta

(g) Souvislá množina, jej́ıž doplněk je také souvislý - jednoduše . . . . . . množina.

(h) Křivka Φ : [a, b]→ R2 prostá na intervalu [a, b].
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(i) Křivka Φ : [a, b]→ R2, pro niž Φ(a) = Φ(b).

(j) Křivka Φ : [a, b]→ R2, prostá na [a, b) a uzavřená.

(k) Daný směr zvětšováńı délky křivky.

(l) Bod uzávěru definičńıho oboru, v němž funkce neńı definovaná nebo neńı
holomorfńı.

(m) Singularita w, pro niž
lim
z→w

f(z) =∞.

(n) Koeficient a−1 v Laurentově řadě.

(o) Pole f , pro nějž
∂f1

∂y
=
∂f2

∂x
.

(p)
eiz − e−iz

2i
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