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Umime-h tedy nalézt koeficient a_; Laurentovy fady, miiZeme kiivkovy integral funkce f
vypoéitat nasledovné

(6.3) f F(w) dw = 2mja_y.
C

To motivuje nasledujici definici.

Definice 6.5. Nechf zp € C je singularita funkce f. Koeficient a_y Laurentovy fady funkce
f se stredem v bodé zg se nazjvd reziduum funkce f v bod€ 25 a znadi se res g, f(z).

V pripadé zg = oo se &islo —ay, kde ay je koeficient v Laurentové rozvoji funkce f se
stredem v bodé co, nazjud reziduwm funkce f v 0o a znaél se resof(2).

Reziduum je slovo latinského piivodu znamenajici zbytek. Diivod pro toto pojmenovani
spodiva v nasledujicim pozorovani. Kdyz budeme poéitat kivkovy integral [ f(z) dz pfes
uzavienou k¥ivku tak, Ze funkci f vyjadiime pomoci Laurentovy fady, pak po integraci

a_
zbyde pouze jedinny nenulovy &len —z—l dz.

V tvodu jsme vysvétlili, Ze rezicfuum funkce ve vlastnim bod# reprezentuje jisty kiiv-
kovy integral. Nyni se podivime na vjyznam rezidua v nekonefnu. Pfedpokladejme, Ze
nekoneéno je singulérni bod funkee £, ktera je holomorfni v oblasti D = {z € C | |2| >}
Zvolme jednoduchou uzavienou zdporné erientovanou kitvku C' C D majici podatek ve
svém vnitiku. Zeela jisté lze zvolit mezikruzi P(Q;ry,72) obsahujici kfivku C (viz napf.
obr.5.2(b)). Podle Véty 5.1 o stejnomérné konvergenci Laurentovy fady je Laurenttv roz-
vOj

o0
=3 =

zn
n=—0Q

stejnomérné konvergentni v mezikruzi P(0;r1,r2), tedy i na kfivee C. Z Tvrzeni 3.3 plyne,
#e pro integraci souétu Laurentovy fady tedy miZeme zaménit pofadi integrace a sumace
a integrovat ¢len po ¢lenu:

/f(z)dz:/ i %Sdz: i an/;%dz.
[ C C

n=—00 =—00

Podle Cauchyova vzorce je ovem fC z—ln dz = —2mj, je-li » = 1 a pro jiné hodnoty n je
tento integral nulovy. Z posledni nerovnosti tak plyne

f_f(z) dz = —2mja_y.
o4

Podobné jako ve vlastnim bodé tedy mame

(6.4) /f(z) dz = 2mjres o f(2).
(8

Na rozdil od vlastniho bodu je oviem kiivka C zdporné orientovana. Oba pfipady maji
viak spoledné to, Ze pfi probihdni kfivky ve smyslu jeji orientace je singularita vidy vlevo.

s
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o Definice 6.4. Bod co je k-ndsobng pdl funkce f, jestlize 0 je pol ndsobnosti k trans-
formované funkce f(%)
Tvrzeni 6.3. Funkce f md v nekonecnu pdl ndsobnosti k pravé tehdy, kdyZ

f(2) = *g(2),
kde g je holomorfnd funkce v okoli nekonedna s vlastni ¢ nenulovou limitou v nekoneénu.

Diikaz. Podle Tvrzeni 6.2 mizeme transormovanou funkci ¢{2) = f (%) reprezentovat
v okoll poatku ve tvaru

kde h je holomorfni v nule a A(0) # 0. Pak ale

@=a(3)=n (3)-

Volbou g(z) = h(%) pak dostaneme holomorfni funkei v co s limitou

lim g(z) = h(0) #0.

Z—00

» Piiklad 6.5. Funkce f(z) = 22e% mé v nekonednu pdl nasobnosti dvé. To je vidét z Tvr-
zeni 6.3 zvolime-li k =2 a g(z) = ex, nebot lim,_. ex =1

Tvrzeni 6.2 a 6.3 jsou specifické pro komplexni funkce. Konverguje-li holomorfni funkce
v nekoneénu k nekonetnu pak konverguje s rychlosti jisté mocniny z¥. To v realné analjze
neplati. Stadi se podivat na exponencidlni funkei

flx) =€, rcR,

ktera ma derivace viech Fadfi a pro z — oo roste k nekonednu podstatné rychleji nez
jakakoliv mocnina a tedy rychleji nez kazdy polynom.

Zbjvé pFipad podstatné singularity. Z piedeslého vykladu vime, Ze funkce f nemiZe
byt v #adném okoli své podstatné singularity 2o omezend, jinak by $lo o odstranitelnou
singularitu (Véta 6.1). Existuje tedy posloupnost bodd zn, — 20 takova, %e f(z,) — oc.
Na druhé strané nekoneéno neni limitou funkce f v zo. Musi tedy sougasné existovat jind
posloupnost w, — zg s viasti limitou lims e0 f(wy,). Obecn& se ukazuje, Ze f zobrazi
ka#dé prstencové okoli podstatné singularity na ,velkou mno#inu“. V téio souvislosti si
uvedeme hlubokou Pickardovu vétu.

V&ta 6.2, (Pickardova vita) Je-li 20 podstatnd singularita funkce f, pak f zobrazi kaZdé
prstencové okoli bodu zp budto na celou komplezni rovinu nebo na komplezni rovinu bez
jednoho bodu.



3. REZIDUUM FUNKCE 131
0_2 #Pfiklad 6.6. Pomoci Laurentova rozvoje klasifikujme néasledujici singularity ﬂ
sz K
c filz) = =

O’ &/ foz) = ex, m = 0;

f3(2) = sinz, z5 = 0.

@ Zaéneme s funkei fi:
1 o~ (="

1 z 2
- —2n+l=___ ol
hz) =2 Tg(znﬂ)!z ;TEtE o 270
Tedy a_| = 1,a_,, = 0 pro viechna n > 1, coZ znamend, Ze f; ma v nule pdl prvniho Fadu.
Pro fs je
11
falz) =ex = g—ns z € C\ {0}.

n=0
V tomto ptipad& jsou viechny koeficienty odpovidajici zdpornym mocnindm nemulové a

bod 0 je tedy podstatnou singularitgu. Zbyva
Z 2n+1
(2n + 1)' '

Tuto fadu interpretujeme jako fadu se stredem v bodé nekoneéno, tj. ) ﬁ

="
G_(2n+1) = (2—+1—)—
To znamena, Ze oo je podstatnou singularitou funkce f3.

#0, n=0,1,....

3 Reziduum funkce

Reziduum je dileZitou &iselnou charakteristikou singularity dané funkce. Umo#Ziiuje vypo- ‘
det kfivkového integralu podél uzavfené k¥ivky majici tuto singularitu ve svém vnitfku. ’@fj
Mnohdy je metoda rezidui jedinym zptfisobem, jak hodnotu integralu zjistit. Vypodcet vy-
chéazi z vyjadieni koeficientdl Laurentovy fady. Pfipomefime si, Ze pro koeficienty Lauren-

tova rozvoje funkce
o0

)= Y anlz—z)

n=—00

_ 1 f(w)
an_2—7[j/(w—z0)"+1 dw,
&)

kde ' je jakdkoliv jednoduchd uzaviena kfivka leZicl v prstencovém okoli bodu zg, ve
kterém je f holomorfni, a kterd m4a bod zp ve svém vnittku. Pouze v jednom special-
nim pi¥ipadé se za integrilem na pravé strané pfedchozi rovnosti objevi pouze funkce f.
PoloZime-1i totiZ » = —1 mame

4-1= 5= f flw

plati
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Zistatime jedts chvili u funkce f a kiivky C z obrazku 5.2(b) a pfedpokladejme navic,
e f je holomorfni v celé komplexni rovingé mimo bod 0. Pro rozvoj v nekonecnu tedy .
mame _ g

f(z) =

n
'
-0

zatimco pro rozvo] v bodg 0 plati

Fz)= > bn2"

n=-—00

Diky jednoznagnosti Laurentova rozvoje dostédvame

54

bn =0-n N = Z. .3
Specidlné je tedy
resgf(z) + resf(z) =b_1—ar=a1—a1 =0

Celkovy soudet rezidui v obou singularitdch je tedy nula. To vysvétluje vyhodnost zapor-
ného znaménka u koeficientu odpovidaciho mocning z~1 pfi definici rezidua v nekoneénu.

sin z
pPriklad 6.7. (a) Vypolteme res 05 Laurentiiv rozvej mé tvar

a tedy

@ (b} Vypoétéme reswzze%. Laurentiiv rozvoj v nekonenu je (viz Pifklad 5.3 )

>© 1 1 i
2,1 _ 2 _ .2 0: - _ L5 2
T +z+,§,(n+2)! 2 ” e =3l G

Vidime tedy, Ze . “ 2 g beelug,t {.W
1 1 :
reswz2e= = —{] = —-a =3 —.6_

s

Pro stanoveni rezidua funkce je mo#no jako univerzalni metody pouZit rozvoje v Lau-
rentovu fadu. V pFipad® podstatné singularity Zadny jiny zpisob k dispozici nemame.
V piipadé odstranitelné singularity ve vlastnim bodé& je reziduum vizdy nulové. Zbyva pdl.
V tomto piipadé existuje nékolik pravidel pro vypolet rezidua, které si probereme.

Tvrzeni 6.5. Nechf zo € C je k-ndsobny pdl funkce f. Pak

k—1 .
(6.5) res s, f(s) = Jim (T—l_iﬁ%m ((z _ zo)kf(z)) , #

Speciding, pro jednondsobny pol zg mdme

(6.6) res., f(z) = zlergo(z — zo)f{2).
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Ditkaz. Ke vzorci (6.5) mfiZeme dospét nésledujici intuitivni Gvahou. Hilavni éast Lau-
a—k

rentova rozvoje v pfipadé pdélu Fadu k zalind vyrazem W Vyndsobime-li tedy
— 2

Laurentiiv rozvoj funkce f mocninou (z — zp)* ziskime mocninnou fadu majici koeficient

a_; u (k — 1)-ni mocniny. Zderivujeme-li tuto fadu (k — 1)-krat, bude hledany koeficient

absolutnim &lenem fady. Nyni pfesnéji. Podle Tvrzeni 6.2 je

. a—g 0_k+1 e
flz) = (2 — zp)* + (z — z)*! ot z—2g

+agt+cc.

Vynéasobime-li tuto rovnost vyrazem (z — 20)* méme
(z — ZO)kf(z) =a_p+a_gs1(z — )+ -+ a—i{z — Zo)k_l + ag(z — ZQ)k +---

Nyni budeme obé strany ziskaného vztahu (k — 1)-krat derivovat.

(6.7) di:; ((z - zo)kf(z)) =(k—Da +kl(z—2)+ .

Provedeme-li limitu z — 2zg, ziskdme

k-1
(6.8) lim md?;f (G- () = (k= Dtacs.

z—zg d

Tedy

ros 0/ (2) = -1 = gy Jim, e (2 = 0)*5(2)

Pro pousiti vzorce (6.5) je tfeba spravné stanovit nasobnost pélu.

2
Priklad 6.8. Vypoliéme res 2j(—2"_‘%)—;(z—+n. Bod 2j je pdl druhého Fadu. Podle (6.5)

mAme

TES g4 z+42 = lim k. ’—lim——l—*
2“(2—2j)2(z+1)_z-—>2j z+1 _z—>2j (z+1)2—

B 1 3+4
T2+ 1?2 25

Nasledujici pravidlo je moZno pouZit pro vipodet rezidua jednoduchého pélu podilu
dvou funkel.

Tvrzeni 6.6. Nechf f a g jsou funkce holomorfni na okoli bodu zo € C. Necht zp je
jednondsobny kofen funkce g. Pak
flz) _ flzo)

(69) I'eSzO'g(_z) = 'g’—(;)'j
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Dikaz. Je-li f(zg) =0 mé podil 5 odstranitelnou singularitu v zp a tedy

reszuf(z) 0= f'(zo)_
9(z) 9'(z0)
Piedpokladejme proto, e f(zo) # 0. Pak podil 5 ma v bodé zg jednonasobny pdl. Pedle
(6.6) mhzZeme psat
fz) flz) _ f(2) f(z0)
res ., = = lim (z — zp)——+ = lim = .
e i 0)9 z)  =ow g(2) —g(z0)  ¢'(20)
-2
(Pi Gpravé jsme vyugili skutednosti, ze g(zo) = 0.) a

P#iklad 6.9. Funkce f(z) = cotg z m4 singularity v bodech km, kde k € Z. Pfitom

cosz coskm 1

res 2) = reSpr—m = =1.
enf(2) krsinz  coskw

Tvrzeni 6.7. Necht f je funkece holomorfni v okolf bodu 29 € C a g md v bodé zy jedno-
nisobny pdl. Pak

{6.10) res ., f(2)g(z) = f(zo0) res ;,9(z).

Dukaz. Spoéiva v aplikaci Tvrzeni 6.6. Bod zp je singularitou soucinu fg, ktera miZe byt
jednonasobnym pdélem nebo odstranitelnou singularitou (je-1i f{zo) = 0). Podle definice
nasobnosti pélu si funkei ¢ miZeme pfedstavit ve tvaru

1
g(z) = ETZ—)’
kde A je holomorini funkce na okoli zg, h(zo) = 0 a h'(z0) # 0. Podle Tvrzeni 6.6
1

res ;,9(z) = W)

Opé&tovnym pouZitim pravidla {(6.9) dostaneme

res o £ (2)9(2) = o2y L3 = T = f(an) resag(2)

O

o P¥iklad 6.10. Funkce f(z) = zcotgz mé singularity v bodech km, k € Z. PoloZime-1i

e ——————————T
f(z) = z a g(z) = cotg z jsou splnény pfedpoklady Tvrzeni 6.7, co¥ znamena, Ze

res 2 cotg ¢ = kmres . cotg 2 = km.
.

(Vyuzili jsme vysledku pfedchoziho prikladu.)

g

i
Ttokis
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Limitnim pfechodem je koneéné
zllrgozzf’(z) = —a; = resc f(z).

(i) Odvozeni pravidla pro reziduum ve vicendsobném pdlu sleduje stejnou myslenku
jako pii odvozovéni vzorce pro pdl ve vlastnim bodé. Na zékladg Tvrzeni 6.4 vime, Ze
Laurentdv rozvoj je tvaru

a1 @
f@) = a4 ez bt
Hlavni ¢ast fady je polynom stupné k, ktery eliminujeme, budeme-li pfedchozi rovnost

k + 1 krat derivovat. Mame tak

—1)Ftlg ~1)ka
f(k+1)(3) = (k -+ 1)[.(2:);671 + (k+ 2)!% 4

Vynasobenim z¥*2 a limitou z — oo ziskdme

lim 25t p*H () = (1) (k + 1)y

Z—20

Odtud konecng

f( _ _ (_l)k li k+2 dk+1 f )
resqof(2) = —a1 = (k+1)!zl~nolo 2T (z) ).

O
Piiklad 6.11. (a) Stanovme reziduum funkce f(z) = e? v nekoneénu. V tomto piipads se

jedna o odstranitelnou singularitu s f(o0) = 1. VyzkouSime si vipoget podle obou pravidel
uvedenych v Tvrzeni 6.8.

1-—
resoo f(z) = lim z(l—e%) = lim . | @
2—00 u—0 0 Z &
L)
. g/ 1 ! . 5 1 1 =hed
rescof(2z) = lim z (ez) = lim z%: —— = -1
o0 z—0 Z ——
wrg 1 h ‘e‘_/’ 7‘[
{(b) Spotitejme res oze=. S
Nevlastni bod jé polem prvniho fadu. he go ‘
1 " H 1 N\Q-J‘/
f(z) = lim —25 (ze%) = lm & =2
TS o z—oo 2| z—o0 2 2’
e

Postup zaloeny na vzorci (6.13) mitze nékdy vést ke zdlouhavému vypottu. I v nasem
pfipadé je snaZsi ziskat poZadované reziduum z Laurentova rozvoje:

Y CUTIE SN SOV ENOIUR RO GV R B
zer =z z 212 7 3128 =2 2z ' 3122

Vidime tedy, ie g1 = %, co? da ihned res,of(z) = —%.

1%
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64 Rezidua. Reziduavd véta

Véta 9.3. Plofi;
(i) Je-li z € C odstranitelnou singularitou funkce f, je res f(z0) = 0.~

(i) Je-li funkce f holomorfnf v bedg zy € C o md-li funkce g v bod€ zy jednoduchy
pol, je

Tes (f(2)g{z)) = fl=) resg(z).
(iii) Jsou-li funkce [ a g holomotfai v bodé 29 € C a je-li bod 2 jednonisobnyn
koFenem funkce g,* je
.:NJ flz)
res | —= | = .
“a CE ey

(iv) Je-li bad 7o € C, resp. 0o pélem nésobnosti k funkee f, je

H . Am‘..lp N

resp.
g+

Ia
Tes flz) = % .“u:_ Jim TI» ol Ev :

(v) Je-li funkce f holomorfni v C\ {x1,22,.... 2.}, kde 21,22,...,2: € C jsou
{navzdjemn rizné) izolované singularity funkee f, je

res foa} + Mwﬁmxm,v =0.

i=1

*Varovny pFiklad! Uvaiujeme-li funkei f(z) := 1, je oo odstranitelnou singularitou funkce
f, a presto plati: res f(oc) = =1 # 0.
FTen. g(z0) = 0 # g'{=a)-

Cviceni 9.4. Pokuste se o ditkaz véty 9.3,

» Pfiklady 9.5. Vypoctéte

1
a) res ANM sin lu \
z=0 z

3.

b) res sinz u
=T eos(22)

¢} res !
Sl o1t

T

3.2 Reziduovd véta 65

Hegent.
Ad a)
Pro kaidté z € C\ {0} plati

1 = 1 1 = -1 1
i = = 2 —1\ -
Zsin- =2 M {-1) m

i En+ i 2n + 1) 221

2 g ._h ||.-_.|
MMW Nwﬁuu |Mw_.|
Ad b}

ProtoZe { je zfejmé jednondsobnym kofenem funkce

a proto

g(z) = cos(2z),

je
o Bsinz z3gin z _ V2rd
25 cos(2n) [ Deni2e) ],y 296
Ade)
Protode 2mi je ziejiné pélem ndsobnosti 2 funkee, jejiZ reziduum poéitime, je ?
1 1. [{z—2m)?
uﬂlmmu:."jul_'hrl_ﬂﬁwlﬁj ==L
=2ri (ef — 1) 1 zm2mi | (e — 1) —_

9.2 Reziduova véta

Vita 9.6 (Reziduova). Necht 0 C C je jednoduse souvisld oblost, nechf v je
jednoduchd uzevfend po &istech hladkd kiadné orientovand krfivke v 51 @ nechf funkce
| je holomorfui ne QN {21, 22, ..., Za}. kde {21, 7, ..., 2} € inty jsou {navzdjem
rizné) izolované singularity funkee f.

Potom plati:

,\HANEN =2t .MH&ANL B

Diikaz je snadnym disledkem definice rezidua a vBt 3.10 2 8.2,

'Wig vitu 9.3 — Ehst {fii).
2¥iz vty £.3 - East (iv).
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® Uloha: Charakterizujte funkee, které jsou holomorfni v € a maji v oo odstranitelnou

singularitu. DokaZte pomoci toho Liouvilleovu vétu.
Reseni: Kaidou funkci f holomorfoi v € je moZno reprezentovat mocninnou fadou se
zeC.

sttedem v bodé 0
f(2) =ag+ayz+ a0,
Na druhé strand, odstraniteln4 singularita v oc znamend, Ze f md Laurentiiv rozvoj v oc

:NTE+W+W+:. zeC.

Opét plati, e polomir konvergence této fady je oc. Méme tedy rovnost
b
§+EN+S%+:.ME+MH+W+.: zeC.

=0

Diky jednoznadnosti koeficient( Laurentovy fady musi platit
ap = by, pro viechna = # (.
Jinymi slovy, f(z) = ag je konstantni funkce. Vzhledem k tomu, #c kaZdd omezena holo-

ay = by
morfni funkee mé v nekoneénu odstranitelnou singularitu (Véta 6.1), je Liouvilleova vEta

okamZitym disledkem.
Uloha: Charakterizujte funkce f holomorfni v C, pro které plati
(=) < Miz|* pro viechna z v jistém okoli nekoncéna,
kde k je ptirozensé ¢islo a M > 0.
.2Mv omezeni v ngjakém okoli nekonegna. Diky

Reseni: Podle ptedpokladu je funkece
z
Vits 6.1 mé tato funkee v nekonefnu vlastni limitu. M4 tedy Laurentiiv rozvoj
2z b
E _vo + A + WN +---
oz

NW.I

by
Ho
z

pro viechna z € C\ {0}. Tedy
Fl2) = o + b b kb

(6.14)
pro véechna z € €\ {0}. Funkce f je holomorfni v €, a proto fada v (6.14) je soutasné
rozvojem funkce f v bodé 0. To ale dle jednoznatnosti koeficienti rozvoje znamend, Ze

0 = b, pro viechna n > & + 1. Odtud
Fla) = boz + b5t b b By

Funkce f je tedy polynomem stupné nejvyse k.

3
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%% ¢ bodech (a) 2 = 0, (b} 20 = o

4. CVICEN{
& Uloha: Naleznéte reziduwm funkee £(z) = (24 L)e
ReZeni: (1) Bod zg = 0 je podstatnou singularitoun {ovétte!), a proto jediny zpiisob jak
nalézt Teziduum je stanovit Laurentiiv rozvo] v bodé 0. VyuZitim standardniho rozvoje

pro exponenciaini funke a algebraickych dprav méme
£t =1 =t
=zeer +ee

flz)=(2+1)e =
E () S (1)
Hn:Mcy.vn:M\c al

(=1
resaf(z} = ¢ e =
1) = el et = e
(b} Reziduum v nekonednu mideme rychle ziskat 2 bodu (a). Vzhledem k tomu, Ze f
nemd jiné singularity nez 0 a co je Laurentova fada v nekoneCnn soudasng Laurentovou
fadou v bodé nula. Reziduum v nckonefnu je pak zdporné vzatym koeficientem u 1/z.

Seétenim kocficienth u mocniny 1/z v obou fadach mime
(ot S

1

Proto
res oo f (2) = —resgf(z) = 35
V dalgi kapitole ukifome obecnéjsi pravidlo fikajl m.mm soudet vech reziduui funkce
s kone#n® mnoha singularity je nulovy. Konetné poznamenejme, Ze bod oo je jednondsob-
nym pélem funkee f, nebot
lim .q.lﬁn.w =e.
z— T
K vipodtu rezidua tedy miZeme pouZit i vztahu (6.13). Tento postup viuk vede k delSimu

derivovani.
e 1 —cosz
wv. & Uloha: Vypoitste reso——5—
. . s .. 1—cosz -
TReZeni: Bod 0 je pdl ndsobnosti jedna funkce — (ovéite!) Podle vztahu (6.6)
1—cosz . l-—cosz . sing 1
= lim — = lim —— = .
z—0 z z—0 L% 2

Je
Tes
o =

{P¥i vipoctu jsme pouzili 'Hospitalova pravidla.)
© Uloha: Predpoklidejme, Ze zo je izolovany singuldrni bod funkei f; a fo. Ukadte, Ze
pro viechna o, 3 € C.

res g (afy + 8fz) = ares g fi + Bresq, fa
TteSeni: Linearita v chovini rezidua jako zobrazeni na prostoru funkef vypiyvd bez-

(D) =Y balz - 20)",

20

filz) = MU ap(z —2)" =

n-og

prosticdn z jeho definice. Je-li totiz
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pak
afi(z) + 8fa(z) = MU {aaan + 3y )z — 29)".

Odtud ihned vypliva dokazovend rovnost pro rezidua, kterd se éasto pouZivd v konkrétnich
p¥ipadech.

o . e cos Tz
® Uloha: Vypoftéte reziduum ress; Aﬁ + ﬂu .
x
Releni: Bod 3j je jednonasobnym pélem funkce mw_”n%.*‘.ulv. Funkee mﬁ je v bodé
3j holomorfai. To znamend, Ze podle predchozi Ulohy je

e 4 oz e* i e

reszi | ———= = e e = e,

S\ o1/ YR+ )23 54
-

Pro hodnotu jsme pouZili vzorec z Tvrzeni 6.6.

1

- 1°
sin ¢

3 Tloha: Vypoitite rezidua funkee f(z) =

Refeni: Vlastni singularity dostaneme jako Feeni rovnice

1
stn— = 0.

z
Nulové body teto funkee jsou body zp = W_w e Z\ {0}. Funkec neni také definovina
v nule. Tento bod vak neni izolovarou singularitou nebot v kafdém jeho okoli le#i néjaky
bod zi. Dalsi singularitou je bod co. Podivame se nejdfive na rezidua v bodech z. V

téchto bodech mi funkee sin(1/z) kofen nasobnost jedna. Aplikaci (6.9) méme

1 1 1 1

5 = =— - = (=1 —.
ﬂo««»m.:,m (sinly ! k22 coskw A

1
T=2k z Zk

Pokusme se nyni stanovit typ singularity v nckoneénu. Je s¥ejmé, Ze se jednd o pdl, protoZe

limn L
2= gin(L)

= 0.

1 1

Protoze hodnoty funkce sin = jsou pro velkd z piibliZng rovna o vede nds k intuice k pélu
z

nasobnosti jedna. Formalni zddvodnéni je nasledujici

1
Fl2) = z2—— = zg(2),
Zsin M
kde g je holomorfn{ funkee 5 limitou lim g{z) = lim — = 1,
zoa w0 51N U
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Jednu z moZnosti vipodiu rezidua v nekenetnu nabizi vzoree (6.13). V nasem p¥{padt
diprok=1

. W 3 ent
res o f(z) = N__nmwo 3 Fz)
Tento postup viak vede k delsimu derivovini a pak k t¥2kopadnému vypodtu limity néko-

likandsobuym pouzitim I'Hospitolova pravidla. Elegantnéj§im zpiisobem vipoZtu je sta-
noveni koeficientd u mocniny z~! v Laurentové rozvoji. Vime, Ze
L1 1
Sin-=>——F g+,
z oz

Prvni &leny Laurentova rozvoje funkee f ve nckonefnu miZeme uiskat algoritrmem déleni.

11 1 1
! “Am|ﬂ+m_um+.:uum+mlm+.:
(- g )
622 5izt
1 1
82 5 T

Odtud resoef{z} = ~1.

X, Uloha: Urdete resgle® +1)72,

Releni: Jedni se o reriduum v pélu drubého Fidu. Postupujeme-li podle vzoree {6.5)

e ,
e
. -2 _ | (z—7j)
e+ )7 = f ()
Pokud bychom poditali vaniklou limitu piimo, éekalo by nds pepfijemné derivovini a poté
trojndsobné pouziti 1'Hospitalova pravidla. Témto obtiZim se vyhnems, jestlife nalezneme
&st Laurentova rozvoje obsahujici mocning (z — 7j)~1. Tayloriiv rozvoj funkee ¢* 41

v bodeé «j je

- 2
mu+ﬁHaulaad.+u|l.ln«\a+HH1El (z=md)’

m_ m_
z — T z—7j)?
lﬁnlﬂwUAH+£+ﬁ w_b +v

1

Tedy
1 1

T 3 5 : 2
(7 +1) mnlivno+£+£_ﬂﬁ+.:v

Pro zkriceni zapisu oznadme w = z — 7j. Pak prvni fleny druhé mocniny tady jsou

m w u
GE m,E
I|I\~ |
A~+m+ + v +E+ 3 +




MATEMATIKA 2 - Sbirka atoh

¢ Piiklad 5.2.1. Vypoditsjte rezidue v polech funkce flz) = P

Rezeni: Funkee f{z) Je racionélni lomend funkee, takie ma za singularity
pouze pdly, a to jsou kofeny jmenovatele.

Resime rovnici 2% —2° =0, A1 -2 =0, 20- 2){(1 + z) = 0. Mame
dva jednoduché kofeny z =1, 22 = —1, ajeden trojnasobny kofen z3 = Q.
Funkee f(z) md v hodech # =12 z2=~1 pély prvniho #4du a v bode
z3 =10 pal {fetiho fadu.

{z=1) . 1 1

1 1 = —— = = —=

i 1) = N_mw? uuw -z wuﬁ S —-2)(1+2) oy —B(1+z) i
res f(z) = lim (z+1) L lim ‘Ell = Iw_

g z=-1 prpmp s P T £) 2

1 L] i LY 1 »
—_— 3__ - ==l == Il =
et )= 2 me A 2 - Nm,v 2 me thﬁ - Nu,_,v mw hw -z

1 2: N 1, 201-3% 24 2221 - 2222
1m.m m_n =1

\

—_— m

C. — Muun 0 : — le._h -
2

z
(1429

& Priklad 5.2.2. Vypodiiejte rezidua v polech funkce flz)=

Reeni: ReSime rovnici {1+ 22 =0, (z+1)P(z- i =
Funkee f(z) ma v hodech z1 =) 8 2= —-j poly druhého fadu.

res f12) = i QN iy c H%v. =l Aﬂ,&lwvmvlwm& -

2zj 1
= —:.D = - =
=i (24P 4

= lim
=5 ﬁu +3)?

[

-2 -1 ]
res =1l i) =1 - ==
fiz) Mwm AHN i C+N 2)2 w MMM ﬁul:m 4j 4

z==j
¢ Piiklad 5.2.3. Vypecitejte rezidua v polech funkee fiz)= ]HI
sinz
.N fiefent: Funkee f{z) = #l2) kde p(z) = 1 a 9{z) = sinz jsou holomorfni

W(z)’
funkce na C, funkee p(z) =1 je nenulova viude a {z) =sinz=0v hodech

2 = krr, k celé. Navic sin’ z =cosz je v bodech z; nenulové.

Funkee f{z) ma tehdy ¥ bodech z = ki, k celé, poly prvuiho radu a
1 1 1 .

res flz)= smkr  coskm  (—1F Ir.umlu.vl.v

z=2k

-,
(T
L

Fakuita clektrotechniky a Lkormunikaénich technologii YUT v Brnd

» Piiklad 5.2.4. Vypoditejte rezidua v polech dangich funket

T Y @

Reseni: a) Funkee f{z)je podilem dvou wc—oio_.?—nr funkei, kde ¢(2) =1 je
nenutové na C. Z—:wdum vyfefit rovnici 1 42z =0 Jeto pinomicka rovnice, po

:vﬁ«.m mame z* = —1. Pfi fefeni této ravnice vyuiijeme Zapis yomplexnich
Sisel v moEoSmﬁ:nrmE tvaru na obou stranach rovmice a Moivreovou vétu.
2%k + 17
Dostaneme kofeny zx = ( .“ ) .k =0,1,2,3.
Navie (1 +2%) = 427 je v bodech 2 nenulové.
I, 7 .
Funkee f(z) mé tehdy v bodech 21 = I.__ =y, =) B AT —j
4 4 4 4
1 e _ B Z
Sy prvniho fadu a  res e o=
pély pronio Fidua res S = g =T a-n - 4
b) Postupujeme podobng jako v casti a). Redime binomickou rovnici 1+2" = Q.
2k 41
Dostaneme kofeny 2k = { - I k=010 1.
Derivace {1+2") = nz""1 je v bodech z¢ nenulové. Jsou to poly prvniho Fadu.
1 Kkl % Zk
res [l2)=—=1= =-—.
iy Iz = R ] TR e

s Priklad 5.2.5. Urdete u %S_na funkei Fdd va\E a vypolitefie rezidua v téchio pdlech
mPJ @ 16 = 7= )= s (o = - R PETI:
2 -
Ok R () 'WOEPL N o) U

ﬂmwmsne res fz)=1, res flz)=—45 108 flz) = -§

z=-1

(b)) o F&)=—¢ G+,\w:, re flz) = —H{1 - V3])

L ¥F; 1%
—1 1) =3 @ww flz)=1, res flz)=—1L
(@) ses 1=} 1 @)=~k 1 =%

ey s flz}= (=1)%, & celé; f) res fx)=Y t celé.

F=] z=2kr]

_‘;-.‘,—‘.
am
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4 Cviceni
@ (floha: Naleznste a klasifikujte izolované singuldrni body funkee f{z) = tg 2.
fteseni: Funkee f ma singularity v nekone&ngé mnoha hodech

quw+w..._._ keEZ.

2
B
Bod 2 neni kofenem funkee sin 2 a je jednondsobnym koFenem funkee cos 2. Viechny body
2 jsou tedy jednopdsobnymi pély. Bod oo peni v tomto piipadé izolovapgu sipgularitou,

nebot v ka#dém jeho okoli lezl n&jaka singularita funkce f.

% ® Uloha: Naleznite a klasifikujte singularity funkee f(z) = %
Refeni: Vyhledame ncjdfive nulové body jmenovatele, tj. vyfedime rovnici
22(e* +coshz)? =0,
ktera implikuje, Ze z = 0 nebeo
e* +coshz =0.

% posledni rovnice plync

atedy £%° = —}. Proto

1 1 .,
2z€Ln huwu = ?m + (it + Zkr) ‘ ke ﬁ.
Tim dostavime nekonefné mnoho nulovich bodi
L
2

Pratoze bod 0 je jednonasobnym kofenem funkee sinz a dvojnasobnym koFenem funkee
7%(e* + cosh )2, znamend to, #e nula je jednondsobnym pélem funkce F{2). JelikoZ

= _:uimi.aﬁ kel

&% + cosh zx = 0, zatimco derivace e™ + sinhzg # 0.

vidime, 7t z; je jednonssobny kofen funkee ¢* + cosh z, a tedy dvojnasobnym kofencm
funkce z2(e” +cosh z)2. Protofie 2 neni kofenem funkee sin z (itatele zkoumaného viTazu),
je tento bod dvojnasobnym polem funkee f(z). Bod oo neni v tomto piipad# izolovanym
singularnim bodem ze stejnych divodd jako v predchozi Gloze.

Uloha: Necht funkce f(z) mé podstatnon singularitu v bod? 20 € CU {co} a funkee
g(z} je holomorfnf v jistém prstencovém okoli bodu zq, picemd lim_.; g(z) # 0. UkaZte,
Ze soucin

hiz) = f(=)g(z)
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ma podstatnou singularitu v bodé zg.

Ttefent: Neexistence limity funkce f v bod8 zg znamena, Ze existuji dvi posloupnosti
() & (wx} konvergujici k bodu zp, takové, Ze limk—co Flzx) # limg—cq f(wy). Pak oviem

lim A(zy) # Hm R(wi)

k—oc k—za

Funkce h tedy nema v bodé 2y limitu.

1
m 'ﬂ:og“mburcaamﬂmqsamoo._.mmmc_gmﬂ%mgnﬁm—.::uon?ﬂw.um f{z)=sin 2% cos z av

kladném piipadé stanovte typ singularity!

Reseni: Funkce f(z) mé vlastni singularitu pouze v nule, a proto je holomorfi v ob-
lasti C\ {0}. JelikoZ funkce sin 22 nema limity v nekonefnu a lim, o cos L = 1, vidime
podle predchozi iilohy, Ze co je podstatnou singnlaritou funkee f.

I
z

sin z cos
25

# Uloha: Rozhodnéte zda funkee f(z) =
urdete joji typ.

mé v oo izolovanou singularitu a

Refeni: Bod oo je singularitou ze stcjojch divodi jako v predchozi Gloze. Protoze

cos(1/z) — 1 pfi z — oo, vySetfime funkei A(z) = m—numn. Poliybujeme-li se po redlné ose
k nekonednu je

lim .:.Q.U =0

i—ca

teR

Podivejme se oyni na chovani funkee h(z) na imagindsni ose. Zde mane

sinjt . ct—¢
lim Ajf) = im oo = lim ———— = 00.
t—20 t—zo O tooc 28
teR teR teh

Funkee k& tedy limitu v nekonean nemd, a proto je oo podstatnan siggularitou.

sinwz 1
cos .
22— z-3

X # Uloha: Stanovte typ singularity zq = 3 funkee f(z} =

sinwz 1 cos 1
z—-3 243 2—3

Regeni: Fuknel rozepiieme na . Pro prvni #st mime

. sinwz .
lim = lim meos 7z = -7 #0,
=3 z—3 z—3

1 1
cos

z+3 z—-3

zatimco zbyla &ast nemé v bodé 3 limitu. Bod 3 je proto bodem podstatné

singularity
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Algoritmnem pro dlenl polynomil ziskivame

1 ”AH+S+E+‘ uﬂw\8+2.
12
— AH.TE.TE*‘.IV
12
oL
12

Zavirem ziskivime pofitetni fleny Laurentova rozveje

.y 1. 1,
wHer + 17w w
Tedy
res xj L = =1,
T(et +-1)2

P(z)
Q)

» Ulcha: Necht P(z) a Q(z), @ # © jsou polynomy stejného stupné. Urcete res oo

Reseni: Oznatme

P(z} = en2" + On-12""1 4 - - 4 ap, an # 0.
Qz) = by2™ ot bamg2™ ok b, B A
Jelikoz
lim Plz) =
oo Q(Z)  bn

je nekonedno odstranitelnou singularitou. Fodle (6.11) plati

WHNVI. .u':l ﬁ_“Nvﬂ. NﬂnaaHNvIFHANZI
RS B0) Ak ?: QSV = YT R
Gnbn -1 — bntn—1

= )

n

® {loha: Charakterizujte ryze lomené racionalni funkee, které maji nulové reziduum
v nekonetnut

Tteeni: Reprezentujme ryze lomenou funkci ve tvaru podilu dvou polynomd
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kde polynom Q ma vétsi stupeii nez polynom P. Oznaéme jako a a b koeficienty u nejvys-
Zich moenin polynomi P 8. Q. Jelikod lim; oo R(z) = 0 mame podle (6.11)

Wﬁuuluﬁ:_wa{_mmnﬁumhw.rH
0, jinak.

(6.15) Tes o R(2) = Iw_w.ﬂw.u NQHNW =

Zavérem tedy mime, Zo 165, R(z) = 0 privé tehdy kdyZ stupeli polynomu ve jmenovateli
je alespofi o dva vetit nef stupefi polynomu v fitateli.

1. Naleznéte a klasifikujte izolované singuldrni body nasledujich Funkef:
(a) 22 —2z+]

®) iz
(@)

1
{d)

z—-23
1
(2 +3)°
1

sin z
tgz -1
(O ]

1
sinz-cosz
(b} 2%e*
(ch) e

(i) =5

e
e —1
1 1
b & o
| sin 7z cos Wm
o) (2 -9+ 13z -1)
{m) e+

{n) tghz

« 2. Nechf zp je pol nischnosti & funkee f{z). UkaZte, Ze 2 je pél nasobnosti !+ k fankee
.E.l__n JeM!
(= — =0}

3. Piedpokladejme, ze funkee f(z) mi v bodé zg € C singularitu a g je funkee holo-
morfni v prstencovém okoli bodu zg s nenulovou limitou lim ;. g(z). Ukaite, Ze
soudin f(z)g{z) ma v zg singularitu stejného typu jako funkee f. Plati tvrzeni 1 v
piipadé, kdy je limita funkce g nulovi?
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4. Piedpokladejme, Ze hl(z) = F(z) + glz), funkee f(z) ma v zg pol nasobnosti k a (b) rtesg hnu +z-1 mgnu
funkee g(z) ma v bod& zg pél ndsobnosti [ % k. Ukalte, Ze funkee h{z) mé v bodgé {z - 1)z2 z*
2o pol nasubnosti max{{, k}. Plati tvrzeni i pro t=kK? 24z—1 sinz
(¢) reseo G0 + 3
v5. Predpoklidejme, Ze h(z) = Flz) + g(z), f{z) md podstatnon singularitu v bodE zo =
a g{z) nemé podstanon singularitu v hod& zg- Jakou singulatitu mé funkee h(z) v (d) res z¥sinz
bodé z? 0 (1 —cos z)sinh z
T 3
" ¢ 6. Charakterizujte funkce holomorini v € majict v o¢ pél nasobnosti & 1 (e} ves uwallulmhpnl.l JkeE k#£0.

{1 — cosz)sinh =

7. Charakterizujte funkce holomorfni v T, pro které plati nasledujici podminky ristu (6) res m|..a
ol T

Cilzl* < |f(=) £ Calzl, pro viechna z € 2, (8) reSoocos !
F4
Xde C1,C2 > 0,k < LELEN! 1
c& _,EAm.EN
8. Necht zo = 0 je podstatod singularita funkce f(z). UkaZte, Ze existuje posloupnost 2
bodi {z¢) konvergujici k 2o tak, Ze {ch) n$~%
lim Ew = 00, TGS pof €05 !
k—eco 2k z—2
. .
9. Existuje funkce holomorfni v prstencovém okoli bodu nula, pro kterou plati v daném {3} resesinzsinz
prstencovém okoli e, o (k) resix cotg?z , k€ Z.
1
a) el = f=l = R {1} resin cotglz, k€L
C, o) (m) teseoLn z H
.DUEMN_.?N:NEM_ 2
L. z—a
kde 0 < 0y < C2 ! (n) resose” LO T
2 i
1y 10. Funkee f(z) je holomorfni v prstencovém okoli bodu 0 a spliiuje tam nerovnost {o) sz HM. pegl kde zx = nﬁ_nt_.?:p_ neHN.
1 S22
2= + .
L) < /el A (p) reso A2 - 1p
- - . m‘.-—‘N.
. Ukaste, Ze f je konstantnit {q) Sl g
|¢ 11. Naleznéte viechny funkee holomortni v C, pro kieré plati (€} res AC. + %) cosh ..W - -1
1
|[f(2) <€ pro viechna z € C.
vzl 14. Naleghdte reziduum resge” Sin AWV_
19. Ukaite pomoci Pickardovy véty (Véta 6.2), Ze nekonstantnf funkce holomorfni ¥ o} » 15. Ukaite, 3¢ je-li f(2) lichd funkee {f(2) = —f{~2)}, pak 108 wf{z) = res _wfl)!

zobrazi komplexni rovinu na komplexni rovinu nebo na komplexni rovinu bez bodu.
16. Necht f(z) je funkce holomorfni v zp a k 2 2,k € K. Odvodie, Ze

.‘.A.T:ANO,_
- 1)!

13. Vypoitéte rezidua nisledujfeich funkei:

A4z-1 sinz res (2 — 20 FHZY =
{8) res1 ﬁ e D22 P V "
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17. Piedpokladejmoe, je 29 € C e pol nasobmostt & funkee f(2)- Ukazte, Ze existujc

polynom P tak, 7 funkee
1
m-r(25)
z— 2z

e holomorfni v 20 ! Jakého stupné je polynom P Odvodte pomoc toho vétu ©
rozkladu raciondlni funkee na Gastefné Zlomky-

B Je dana raciondlni funkce
Ry = 22
Qlz)’

kde P ) jsou polynomy. Jakjm algebraickjm algoritmern (k- bez pouiti limity) lze
urdit Tes oo Bl2)?
19. Necht R(z} Je raciondlni funkee tvaru
Piz)
R(z) = %P’
() = G

kde P a § jsou polynomy, Plz) + 0, Qz0) £ & v rozkladu R(z) n2 Zastelné
zlomlky se objevi Zlomek

A
. Aec, 1=l= k.
(z — =)
Interpretujte koeficient A jako reziduum vhodné funkee odvozené od R(z) & odvodte
na zakladé tohoto vaoIec pro vipodet Al

Visledky-

1. a} co - pol fadu 3

b) 0 - pél tadu 3, -7~ odstranitelnd singularita, k7. LeZ k#0,-1- poly prvniho fadu
¢) 0,E1 - pol prvaiho tadu, oo - odstraniteind singularita

d) & - pét fadu 1

c) km k€ Z, - pol fadu 1

£) Zflx, ke Zr pél Fadu 1

g) lm+wa_wmﬁ-vm—mﬁ_zw

h) oo - podstatod singularita

ch) oo - podstatnd singularita

i) 2 - podstatnd singularita, co - odstraniteind singularita

- podstatnd singularita, oknj,k € E, - pd fadu 1.

k) 0- podstatnd singularita, £(1 + i) - pot fadn 2, 00 - odstranitelna singularita

B Ej- pol fadu 3, 1 - odstranitcind singularita, _3- odstranitelnd singularita, 3- ﬁoamnﬂ:w
singularita, o0 - podstatna singularita

E,:mmdﬂu i & Z, - podstatnd singularita, 00 - odstranitelnd singularita

n) ki, k€ Z, - pil tadu 1

3. Neplati.

4. CVICENI 149

4. Neplati, polo&te g = —f.

5. Podstatnou singularitu

6. Polynomy stupné k-

7. Polynotny stupné mezi k 2 L

8. Vyuzijte toho, e musi existovat posioupnost (z)) takovd, 3o flzx) nekonverguje k nole.
5. 2) Neexistuje. b) Existuje, napt- nisabek -

11. Pouze konstantni funkce.

19. Navod: diskutujte typ mmam:wwnwa. v oo a ugiite Pickardovu vétu.
a.w:c:&nu&aam”\”uw Jog)im-tb) i 1@ oKy -Lmha-b
e o) -2 2za o

oo
1 ..
14 m.TSw Rk + W Néavod: pouZujte pravidio pro mosm._sbnranmm:m% 5&_
17. Stupné k.

Iy
18. Uritime zbytek Pi{z) pfi deleni polynomi. Pale res w2} = E&.%I@%MIW.. Pro vypotet
tahoto rezidua poudijernc Uloha -

N 1 (PR
19, A = o8z - ) T RED: A= B EIRUGET mﬂu




