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Teorie

Definice 1. Bod uzdvéru definiénfho oboru funkce f se nazyva singuldrni, jestlize bud
f neni v tomto bodé definovand, nebo v tomto bodé neni holomorfni.

Singuldrni bod w € C funkce fse nazyva izolovany singuldrni bod (izolovana singu-
larita), jestlize existuje okoli U bodu w tak, ze f je holomorfni na mnoziné U \ w.

o0

o oo @n(z —w)™ je Lauren-

Definice 2. Necht w je izolovana singularita funkce f a >
tova fada funkce f. Singularita ve w se nazyva

1. odstranitelnd, jestlize a, = 0 pro vSechna zaporna n
2. pdl rdadu k, jestlize ap # 0 a a,0 pro vSechna n < —k
3. podstatnd, jestlize a,, # 0 pro nekonetné mnoho zapornych n.
Véta 3. Necht w je izolovand singularita funkce f
1. v bodé w je odstranitelnd singularita, pravé kdyz lim,_,,, f(z) € C
2. v bodé w je pdl, pravé kdyz lim,_,,, f(2) = o0
3. v bodé w je podstatnd singularita, prave kdyz lim,_,,, f(z) neexistuje.

Lemma 4. Je-li zg € C izolovanou singularitou funkce f, pak je zg pélem f tehdy a
jen tehdy, jestlize existuje k € N a funkce h holomorfni na U(zp), h(zp) # 0, ze plati

f(2) = ——h(2),

(z — z0)*
pro z € U*(29) (k je pak ndsobnost pélu).

Definice 5. Necht je izolovana singularita funkce f. Reziduem funkce f v bodé zo,
piSeme res,, f, nazyvame koeficient a_; u (z — 29) ! v Laurentové fadé f v bodé zp.
Obecny vzorec pro vypocet rezidua

a_1= ;m/pf(z) dz,

kde ¢ je libovolna jednoduse uzaviend kiivka lezici v mezikruzi M (z definice Laurentovy
fady) a obsahujici bod zy ve svém vnitiku.



Definice 6. Funkci f(z) nazveme holomorfni v oo, je-li funkce f(1/z) holomorfni v 0.
Laurentovou tadou se stredem v oo rozumime rfadu

e o e . 0 y (. .
pticemz jeji reguldrni ¢dsti rozumime ) »  a,z" (tedy tu ¢ast, kterd je holomorfni v
o0) a hlavni édsti fadu Yo | an2". Reziduem v 0o rozumime —ajy.

Véta 7. Bud a € C.

1. Bud f holomorfni v a, g af m4 v a jednoduchy pél. Potom
resq(fg) = f(a)resa(g).
2. Necht f, g, jsou holomorfni v a, g af ma v a jednoduchy koten. Pak
(f > _ f(a)
res, | = | = 5
9) dl(a)

3. Af f m4 v a pdl ndsobnosti n € N. Pak

res, [ = ;I_I)I(ll m[(z —a)"f(2)]™V.

Véta 8 (L’Hospital). Necht f a g jsou holomorfni funkce v bodé w a necht f(w) =
g(w) = 0. Pak
!/
tim TG _ o £

= g(z) = g(2)

Véta 9. Necht f je holomorfni v C az na koneéné mnoho izolovanych singularit a; € C,
7 =1,2,... k. Pakje

k

Zresaj f+ress f=0.

i=1

Hint
2 3 X _n
z _ ZiZ N2
e—1—|—z+2!—|—3!—|— _Zn' pro z € C

n=0 "

o
:1+z—|—z2+z3+...:zz" pro |z| < 1
n=0

. 2 25 - n 2
smz:z—g—kﬁ—ﬁ%-'”:Z(_l)mprOZGC

COS 7 — _i+i_i+...:Z(—1)"z pro z € C



Priklady
1. Pomoci Laurentova rozvoje klasifikujte nasledujici singularity

(a) m, 20=0 (c) €Y%, 2 =0

(b) Sirzlza 20 =0

2. Klasifikujte nésledujici singularity (ne nutné Laurentovym rozvojem)

(a) 22el/?, 2z = o0 (c) Siznf, 290=10

(b) sinz, zp = o0

3. Urcete residuum

(a re smz (h res 23 sinz

) ) /4 “cos 2z
(b) ress 22!/ (i) Teszm'ﬁ
242 : -
(c) resy; G=202(:41) (j) reso 1;%
(d) resgy zcotg z, k € Z (k) (z+ 1)6%1 v bodech 0 a oo
(e) resso el/z (I'Hospital)
(f) resq zel/? (1) ress; Z2(§;+9) + s
g) resp 27 sin residuum souctu je soucet residul
2 1 .d . ud 7

4. Vypocitejte residuum funkce v jejich pdlech, urcete jejich tad

(a) z(lizQ) (g) 1+lzn7 z€N
1
(b) G2 (h) ﬁ
52
(C) (z2+1)2(z 1) (1) ﬁ
(d) =15
: 1
(e) 1 () 1423
<f) 1—1—1,24 (k) colsz

Vysledky piikladu (a)-(d) vepiste do tabulky a zkontrolujte soucet rezidui ve vsech
pélech:

1. pol | 2. pdl | 3. pdl | Soucet
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10.

11.

. Naleznéte a klasifikujte izolované singularni body funkce tg z.

2 1

. Rozhodnéte, zda oo je izolovany singularni bod funkce sin 2“ cos - a stanovte typ

singularity.
(m4 limitu v nekone¢nu? A co na to Heine?)

~ 1
Rozhodnéte, zda oo je izolovany singularni bod funkce % a stanovte typ

singularity.

(M4 limitu v nekone¢nu? Co kdyz jdeme do nekonecéna po redlné a co kdyz po
imagindrni ose?)

. Necht zj je izolovand singularita funkce f a g. Ukaite, Ze

res,, af + g = ares,, f + Pres,, g, a, B € C.

. Necht je z¢ pdl ndsobnosti k funkce f(z). Ukazte, Ze zo je pdl nésobnosti [ + k

funkce L) 1 eN.

(z—20)t?

Necht funkce f m4 podstatnou singularitu v bodé zy a funkce g tam nemé pod-
statnou singularitu. Jakou singularitu ma v bodé zg funkce f + g7

Charakterizujte funkce, které jsou holomorfni v C a maji v co odstranitelnou
singularitu. Dokazte pomoci toho Liouvilleovu vétu vite-li, ze kazda omezena
holomorfni funkce méa v nekoneénu odstranitelnou singularitu.

(Cfm se vyznacuje Laurentova fada holomorfni funkce?)



