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STUDIINI JEDNOTKA

TEORIE REZIDUI

Cile studijni jednotky. V této &dsti ukdZeme, jak se da komplexni funkee rozvinout v
mocninnou fadu. Také se naudite rozpoznat singulirni body funkee a urfovat reziduum v
téchto bodech. Nakonec ukédZeme, jak pomoci rezidui poéitat komplexni integrily.

5 Teorie rezidui

5.1 Laurentova fada

Necht je {2 mezikruhova oblast se stfedem v bodé& zp. Jestlize komplexni funkee f(2) je ho-
lomorfni v oblasti 2, potom pro kaZdé z € 12 je mo¥no funkel f{z) vyjadfic Laurentovon

fadou:
oo

2 =3 alz=z)",

n=--sca

kde konstanty oy, jsou uréeny vzorci

_ 1 f{z)
O = 2mj _L (z = zp)m*1 dz

a I' je libovolna kruznice lezici v mezikruzi .

Cast Z an{z — z)" se nazyva hlavni €ist Laurentovy Fady.

nN==00
Je vidét, ze Taylorova fada je zvlastnim pFipadem Laurentovy Fady, kde hlavni st se
rovnd 0.

Poznamka. Pro rozvej raciondlni komplexni funkce v Laurentovu fadu vyuZivame vzorec
na souéet geometrické Fady radéji neZ vypocet jednotlivych koeficienti pomoci kiivkového
integratu, jak jame to uvedli v definici. Je to mnohem rychlej$i a piehlednéjsi. Zopakujme
ai proto geometrickou Fadu.

Aa.

MATEMATIKA 2 - Sbirka tloh 39

Posloupnost {a,}22; = {oog" },,ﬁo se nazyva geometricka posloupnost.

Je-li lg] > 1, geometricka Fada Zanq" diverguje.

n=b
Je-li |g] < 1, je geometrickd fada konvergentni a ;ﬂﬂq“ = ltijq.
o Pfiklad 5.1.1. Pro funkci f(z) = i -]I- urdete Louranfovu fadu se stfedem v bodé
z
al z=0 bl zg=-1 cf =1

Refeni: a) Pro |2| <1 je funkee f(z) sonétem geometrické Fady,
fiz) = 1 e _}_z) =Y 1 (2= (- =1-z 2R

Tato Fada je Taylorovou Fadou.
Pro [z| > 1je |}| < 1, a proto vyjdeme z jiného vyjidfeni funkce f(z),

Pro | >
1t L& 1, &
M =TIy~ L
F—————

1

1 oo .
571D =y je dana pfimo
r—

Laurentova Fadou, kterd se redukuje ha jeden ¢len.

Laurentova fada funkce je tedy f(z) = (z 1)L
S———

b) V tomto pFipadé funkee f{z) =

¢) Funkei upravime, abychom dostali souet geometrické fady, kde kvocient
se da vyjadfit pomoci z — 1.

1 1 1 1 1
1) = T+z 1+(z-D+1 2+ (-1 21+5Y) 2 1+51

Pro |&24] < 1 plati

1t 1 21 [ z-1 Lz—1
m=§'r@=za'( ) =Sl

n=0

1 1 2 =1
1+z_2+(z—1)_1+i_zz—1'( z—l) Z( - 1)"+1'

n={




8.1 Laurentovy fady 57

Navic s¢ dd ukdzat, :Eé soudet f Laurentovy Fady (#) je funkee holomorfni na
P{z,7, R) a #c pro ke#dé p € N a z € P(zn,r, R) plat{

il Z Cln {{z = ""0 )

R=—0Q
ii) PFi rovnosti r = i Laurentova fada () diverguje v kaZdém bod& mnoziny

{:eC: {z—zl#7= R}

iii) V poslednim z pFipadil, tj. je-li r > R, .neexistuje Zddné z ¢ C, ve kterém
Laurentova fada () konverguje.

Situace je podobnd té = podkapitoly 7.1. Ukdzali jsme, Ze soultem Lauren-
tovy fady je (samozfejmé za pledpokladu v < R) funkce holomorfni na mezi-
kruZi P(zp,r, R). Nésledujici vEta Fikd, Ze kaZda funkce holomorfni ne mezikruZf
P(zp, 7, R) je svuétem jisté Laurentovy Fady.

Véta 8.2 (o rozvoji holomorfnf funkce do Laurentovy Fady).
Nech! funkce f je holomorfni no Pz, v,R), kde 0 € C a0 E v < R £ +oo.

Pak eristuje pravé jedna Leurentova fada 3, a.{z — z)" takovd, Ze pro kaidé
n=—00
z € Pz, v, R) plat(

o0

flz)= Z an(z — z)"

n=—00
Navic, je-li g libovolné rediné Cislo takové, Ze r < p < R, plati pro koeficienty viSe
uvedené Laurentovy tady (tzv. Laurentova rozvoje funkee [), e

1 fiz)

i + {2z — z)t

————dz,

Un =

kde ,
¥(t) '—Zn+99“ € (0,2m)
(nef.. -1,0,1,2,3,...1).

o Priklad 8.3. Najdéte Laurentiv rozvoj funkee

1
[ = e -2

na viech maximalnich mezikruzich se stfedem 2, = 0, na nich¥ je f holomorfni.
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Refend, Laurentdv rozvoj funkce f méme zfejmé najit na tichto tfech mesikruzich:
P(0,0,1}, P(0,1,2), P(0,2,+ox).
Nejdtive si uvédomme, e pro ka#dé z € C\ {1,2} je
1 i
f(z)_z—2_z—1'
Nyni pfistupme zvlast k Jjednotlivym mezikruzim.

a) Protofe platf implikace:
<2 = =il o 1S (= 1o
2 2T-FT % 1) T L T
==}
[zl <1 = -—-dy=sL=3%2"

je pro kazdé z € P(0,0,1)={ze C: 0 < |z| < 1}:

=3 (1 - Eiﬁ) 2.

r=0

(VEimnéme si, Ze jsme na3li - jak bylo lze éekat — Taylorovu fadu.)
b) JiZ vime (viz ¢dst &), Ze pro kazdé z € C takové, Ze 1 < |2| < 2, plati
———
1 > 1
3 Zﬂ Ton t

Protoze navic plati

1 1< = 1
|Z|>1 = —m‘-—-—"ﬁ—z"_o() =Z”"‘;"+_1,

n=(

jeprokaZdé z € P{0,1,2) = {z e C: 1 < 7] <« 2}:

= 1
f(z Z 2n+1 s T

n=E
¢) 2 implikace uvedend v &ésti b) a z pozorovini
1 11 lem f2\" & 20
>2 = =——— = - = —_—
l2 z2-2 z1-~% zZ(z) Zz“’f‘
n=0 n=0

snadno plyne, Ze pro kazdé z € P(0,2,+00) = {z € C: 2 < |z|} plati

M@=y @ -1)

n=}§ A
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9. Laurentovy fady

Nekonetnd fada, kterd je obecnd tvofena mocninami dvojélenu {z — zg)
nejen 5 kladnymi, ale i se zdpornymi exponenty, se nazyva Laurentova rada
se stfedem v bodé z; (&ti Lordnova). Obecny zépis této fady md tvar

400
Z ak(z—z())k . Rikdme, ze Lourentova fada konverguje v bodé z; , jestlize
r=—t0 - .
konvergujf soutasné fady Z anl(z — Z e _’; . Prvni z téchto
¢ — %o)
fad se nazyvd reguldrni cast. Laurentovy rady a druhd se nazyvé hlavni
¢ast Laurentovy Fady.

D4 se dokazat, fe pro libovolnou furkei f , kterd je holomorfni v mezi-
kruhové oblasti D= {z € C 7 < |z— 2| < ry}, existuje jedind Laurentova
fada, kterd pro viechna z € D konverguje k funkéni hodnoté f(z) . Lze
také odvodit vzorce pro vipodet koeficientll ay pomocf integralil funkee f .
Toto vyjddieni funkéni hodnoty f(z) md tvar

+oo

H@) =% mlz—z), kdeay = — L g 1) &

= 2ri Jo {( — )t
Kiivke € je libovolnd kruZnice [z —zp| =7, kde rp < r <y a kruZnice

tedy ez v dané mezikruhové ti. Uvedeny vysledek platf i pro zvld3tnl
pifpady, kdy &+ =0 nebo m =00
Je zicimé, z€ pro tunkei f , ktefa je holomorfni ve vniténi oblasti kruZnice

lz=zl<r, r€ R, vyjde pro zdpotnd k=—-n, neN

1 () d¢ 1 fre
a_,.=m£#=2ﬂ—iff(é)&—zu] ld<=n:

protoZe integrovand funkee je v dané oblasti holomorfni. Pro nezdporné in-
dexy plati v tomto pfipadé podie zobecnéni Cauchyova integrdlnihio vzorce

L fQd _ [

T Je [C—zpt A
Tento visledek jo totozny se vzorcem pro vypodet koeficient(l Tavloravy Fady,
tak¥e Laurentova fada pro funkei, kterd je holomorfni pro viechny SOHy
vnitini oblasti kruznice, je totoind s Taylorovou fadou. Taylorova fada je
tedy #vlaitnim piipadem Laurentovy fady, kterd md nulovou hlavni ¢ast.

A% pﬁkladech 9.1 - 9.17 najdéte viechny mozné Laurentovy fady danych funkei
F s danym stiedem 2 . Dand funkce miiZe byt zfejmé holomorfni ve vice

100 Funkce komplexni proménné

mezikruhovych oblastech s danym stfedem a mohou tedy vzniknout rizné
Laurentovy rady K Vypoétu koeficientli pouzivejte vzoree pro poutet geomet-

rické fady, E ag” = T
n=0

p pii respektovani pedminky konvergence [¢] < 1 I

1
1. = =-1.
&=ineen ™
_ 1 1
Regeni : Funkei rozlozime iilni zlomk; = - .
efen rtkei rozlozime na parcidlni zlomky f(z) TT1 752
Singuldrni body 2z, = —1 a 29 = —2 dané funkee vymezuji dvé razné

mezikruhové oblasti se stiedern v bodé g = z; .

Pro 0<|2+1| <1 mifeme zapsat

= -Z( -1z +1)" }:(- P+ 1)
z+1 n={ be==—1

kde prvni zlomek je Glenem hledané Laurentovy fady ( nebof je to
mocnina z + 1 ) a druhy zlomek pfedstavuje holomorfni funkei ve
vnitfni oblasti kruznice |z+1| =1, tukZe se dd v dané oblasti vyjadiit
jednoznaéné jako Taylorova Fada. Koeficienty této fady nebyly ziskany
integrovinim podle vzorce, ale pomoci konvergentni geometrické fady
(g=-(z+1}).

Pro |z+1| > 1 také vyuZijeme soucet konvergentni geometrické fady.
K tomu je tfeba upravit druhy zlomek tak, aby kvocient obsahoval
vyraz z-+ 1 ve jmenovateli a aby v dané vnéjé oblasti kruznice byla
splnéna podminks konvergence ({2 +1j>1 & g <1)

1 1
1 — 1 2341 = 2+l

z+2 2141 1+5 1-3%

z+1
I P S
e+l z+1 (2410

= 3 (-1 1)

=—1
Pro danou funkei f(z} a danou podminku |z+1] > 1 platl'

1 1 1 1 )
f(z)=m‘m+(z+1) z+1P Z(z+1)ﬂ'

n=2
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9.Lavrentovy fady ’ N -
i : —
1 ik ﬁ" ‘6,‘—‘—',
. " 9.2, = ———— = =2 S =
Ae i LR hd oy R =2 I~
<1 A

Rteseni: Funkel rozlozime na parcidlni zlemky f(2) = o e £

Singuldrni body dané funkee vymezuji dvé rizné mezikruhové oblasti

se stiedem v bodé 29 = —2 . Pro 0 < |z+ 2| <1 mizeme zapsat
———in s,

1 1 1 1
R =1 772" 1= +9)  z+2

1 [+4]
g L 2k
n(z+ ) 242 k§1(2+ )

8

o

kde druhy zlomek je dlencm hledané Luurentovy fady,nebot je to moc-
nina z+ 2 . Prvni zlomek je holomorfui funkee v oblasti ng+ 2j<1,
takie se dd v této oblasti vyjadFit jednosnadng ve tvaru Taylorovy fady.
Koeficienty této fady ziskdme pomoef konvergentni geometrické fady
(g=2z+2).
Pro |z+2| > 1 vyuZijeme také soucet konvergentni geometrické fady.
K tomu je tieba upravit drubf zlomek tak, aby kvocient obsahoval
viraz z+2 ve jmenovateli a aby v dané vnéjsi oblasti kruZnice byla
splnéna podminka konvergence (1z+2/>1 ]z_!-i-zT <1 }:
el

1

| S S,

Z+1 z+2-1 1-5

SR POV IR SR =

T2 Zt2  (z+22  (z+2P 0 T
1 1 1

=z+2+(z+2)'3+(z+2)3+

Pro danou funkei f v dané oblasti |z+2| > 1 plati

'; [PV S SHUUIE SRR SR I S
i T rx2 T G2 Tzt St
————
9.3, flz)= e =1
4&44-4 v _(z+1)(z+2)'z°H )
! '
N .
LN )
/ ‘l! ." L _‘_‘l_-———_—
PN
TR 4
<N .
N
l\\
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fiesenf : Danou funkei rozioZime opét na parcidlnf zlomky. V tomto
piipadé singuldrnf body dané funkee vymezuji tfi mezikrihové oblasti,
ve kterjeh m4 dand funkce navzdjem riund vyjadiend ve tvaru Lau-
rentovy fady se stiedem zg = 1 . Hranice mezi nimi tvoff kruznice se
stiedem v bodé zg , na kterych Ye# singuldrni body dané funkee.

Pro 1z — 1 < 2 provedeme takové dpravy, aby kvocient obsahoval
viraz z — 1 v itateli

1 1 1 1
f(z)'2+z-1—3+z—1‘§ 1_(_5-_1)

G e R s
=P (g - pm) -

Prvni cést je goometrickd fada, kters konvergiuje k danému zlomku
pro |z—1| < 2, druhd fada kenvergujc pro |z —1| < 3. Soutasnd
konvergenee obou fad je tedy zerugena pro prinik |2—1] < 2. Vyslednd
fada je tedy Taylorova fada s oblasti konvergence |2 —1] < 2.

Pro 2 < |z—1] <3 je tieba prvni zlomek upravit jinak

! 1 & :

&= 3o - 1-(-3) -
_ ol (_2):4—1 oo (_1)n+1 N
= ‘gl z-1r T nz=0 Bnrl (z 1) =
—oo 01 b
= 5 (ot - 0t B GG - 1
= S —
Prvni fada konverzne pro—F—3 > 2, druhd fada kouverguje pro

|z —1] < 3, obé fady kouverguji v priniku 2<|r—UH<3.
Pro |z — 1| >3 je ifcba i druhy zlomek upravit jinym zplsobem

1 !
1 1 =1 =1

=T o 1o =2 1-=

z—1

+0o (_l)n——l [271-1 — 3!1—1] —o0 N
= Pt S U _1)Ftlg- bl _ g=tkD](p 1 ko
il e
=
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9, Laurentovy Fady
i 1 "z + ~e
- = » = e = -
84. Jiz) = GG+ =0 97 fe) =g =0, -4 244

Vysledek : Existuji tfi riznd vyjadieni dané funkce ve tvaru Lau- d ".M Vysledek : Existuji dvé Laurentovy fady se stfedem v bodé 2, =0

rentovy fady se stfedem v bodé z; = 0 podle volby mezikruhové
oblasti 4 o Vs N -1z
| lz2l#1 = f(z):—-g:z © A= PR
jz| <1 = Z( 1)"( 2ﬂ+]) 2, ——— y /
e >l = Ha) =% 2. 72 e
—en ( ].)H'l - =] ;(4_ i[ ¢ 4 -.:l
<<z = fa)= 3 (<)M F e ST ) ) (-G
=1 k=0 9.8, f(z) = 24("1,20=0_
RN \E=lpq _ okely k
|2l > 2 = flz) = kgl( =21 5. ) Vysledek : Existuji dvé Laurentovy Fady se stfedem v bodé zp =0 :
- 4’/
'4/2 3.'- +00
1 — k a2k
= 3= S el <1 = f(z) =3 (~1)F 2,
/!(/{ ¢ 98 fE) =gy =l 2-4 2+4 k=t
L
Vysledek : Existuji dvé Laurentovy fady se stfedem v bodé z5 = 1 : 2]>1 = flz) = f (1)t g2
£ A { ke=—1
0<]z—1<2 = —1)*, —_— — I
- =Z_;1 2"” ) #a At A hi ( 5 ))
_-—l—'—_-_'_—.—-—‘ — - T
Eols2 = f)= Y (—rreeonpr, L o L~ 9.9. f(z) = ﬁ =0,
i & 21 +4 a-
— { 4 (‘( - Vysledek : Existuji dvé Laurentovy fady se stfedem v bodé 2, =0
1 Yz -~¥; ™
9.6. = zm=-—1. Je .
40{{:“ fz) pr ax ¥ = O<zic2 = fl2) = 22_1(—1)““ g—lk+1) ok
Vysledek : Existuji dvé Laurentovy fady se stfedem v bodé 2 = —1
‘ ° A 1 l>2 = fz)= Z (—1)k 27641) gk
0<lz+1<2 = f(z):—z(i-) G+, 2+ 2 ST \
el 4 2 9.10. f(x) = ——— , =2,
-0 i £ A z{z+ 2}
241 > 2 = fla=3X r®**z+1)f. — @ —_———F A‘—"—:Z ! 24A Vysledek : Existujf dvé Laurentovy fady se stiedem v bodé zp = —2
K=z 2-A ™A~ 2, Y :
T ——
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+oe
O<lz+2<2 = jla==Y 2%k,
ke=—1

-0
lz+2 > 2 = flz)= % otz 40

k=1 '
911 f{z) = =X | 7 =0.
Z
Resenf : Pro viechna z #0 existuje jediné vyjadieni dané funkee

ve tvaru Laurentovy fady se sifedem v bodé 2z = 0, ke kterému
pouzijeme Taylorovu fadu pro funkci cosz
&= (—1)"22,‘ = f (_1)k 22k-1
W T & ey

y 912 fz)=2"et, 5 =0.

Vystedek : Pro viechna z # 0 existuje jediné vyjadfen! dané funkee
ve tvaru Laurcntovy fady se stfedem v bodé z, =10

_ZJZn'z" Z(3 k)

n=0

Y 9.13. f(z : =1,

(z -2}z —-1)%"
Heseni : Provedeme rozklad dané funkee na parcidinf zlomky
() " e
TTe-E-1F  zz2 z-1  (a-1F
Singuldrni body dané Mnkcemuhové oblasti,

ve kterych vyiddiime danou funkei ve tvaru Laurentovy fady se stTedemn
v hodé 2y = 1. Druhé dva zlomky v obou piipadech neni tTeba up-
ravovat, protoZe jsou to piimo poZadované moeniny = —1.
Pro 0 < |z — 1| « 1 mi#eme prvni zlomek podobné jako v pi. 9.1
vyjddiit jako soudet konvergentni geometrické fady (e =-1, ¢=
=z —1), takZe plati

+o0 1

flz)=- gﬂ(z— by P P ,:‘:2(3" nF.
4 4 o~
-2 ~A1%+ 2-4 A_(g_._,‘)

1 A
et r
—_— = = = 4 -A
&2 g -4 A - aA z
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Pro |z —1] > 1 je ticba vyjddiit prvni zlomek také jako soudet
konvergentni geometrické fady (e = L5, g = ;l—, , kee ve zvolené
oblasti je splnéna podiminka |g| < 1}, takie mideme zapsat

1 1 1
= (14 g+ - )= m Y
R —

9.14. f(z) = - 2)( ik Z=2.

Regeni : Jako v pi. 9.13 provedeme rozklad na parcidlni zlomky a opét
existujf dvé rizné Laurentovy Fady se stiedem v bod¢ zy = 2 podle
volby mezikruzi, Prvni zlomek v obou pfipadech nenf ticha upravovat,
protofie je to piime poZedovand mocnina z —2 .

Pro 0<|z-2| <1 miZeme vyjdfit drubhy zlomek podobné jake
v pt. 5.3 ve tvaru souctu konvergentni geometrické fady (o) =1, ¢=
= —(z —2) ). TFeti zlomek mifeme vyjadfit ve tvaru fady pomocf
derivace predchizejici konvergentnl geometrické fady

(ams) = o = -Gt = Z k(a2

1+2— ford =

Po dosazeni a dpravdch { pfedeviim znumének } dostaneme

1 +0o +o0
flz) = + 3 (- -2+ () e+ (2 - 2
z—2 n=0 n=l)
+o0
=Y (- (k+2)(z -2
k=1
Pro |z —2| > ] miiZcme druhy zlomek vyjddiit jako soudet konver-
gental geometrické fady (ay =55, =% )
- S NS Vi
1+2-2 1-=% z-2/7(z=2)"

. E( )H—! 2_ )k_
k——}
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Pro tfetf zlomek jo tieba opét provést derivaci predchézejfefl konver- {_9.18. Pro tibovolnou funkei (), kterd je holomorfnf v mezikruhové oblasti
gentnf ge,om(.trmk(_ rddy a vyjde U < {z—z| < R, vypoditejte integraci piislusné Laurentovy Fady ( ¢len

—o0 po dlenw ) integrdl f f(z)dz  kde € je kruinice |z—zf =7,
ki, _ 1R+l —_9k-1 — C
i) = L UG- 3 ke -2) e
—ca —to oo Reseni : V dané oblasti existuje jednoznaéné uréend Laurcntova fada,
= 3 (~1Mz-2+ 3 (-0Fk ) (2=t = S (=D k{z-2)F . kterd konvergnje k dané funkei. Integral z takové funkee miiZeme dostat
k=-2 k=—2 k=—2 integraci jednotlivych clend fady. Vypodtem se zjisti, Ze tyto integraly
———— . N N ; N K
2z 41 Jsou ( a2 na jeden pro k = ~1 ) rovny nule  viz pf. 8.22 ). Plati tedy
0.05. f(5)= =L o1
z{z+1)?
Vysledek: Existuji dvé Laurentovy fady se stfedem v bodé 2y = —1: : f flz)dz= z f ag(z — z)F dz = f&a_ (z—20)"  dz = 2t ay.
k=—o00
1 1 +00 R
0 = e— — —— 1
<lz+1l <1l = f(z) FESV LS :/;6(2+ )

2+1>1 = fla)= (+1 "‘Z(““l
; i
- A _H
o 9.16. f(z)=m!zn=0- z T 2 ' m
Je

Vysledek : Existuji dvé Laurentovy Fady se stiedem v bodé 2 =0 ;

0<|zl<l = fla)= Z( 1Pk 2) 2*
— k=l

=00

[2] > 1 =  fz)= Y (-0 k2
k=4

T ———

l o
W,Zn—l.

Visledek @ Existuji dvé Laurentovy Fady se stfedem v bodé zp =1 ;

9.17. f{z) =

0<|z=|<2 = flz)= E(zﬂl (k+3) {z-1)*,
—2

le—1]>2 =  flz)= f (—1F 27—k ~3) (2 — 1)

k=—4




Kapitola 5

Reprezentace holomorfni funkce
Laurentovou radou

1 Uvod

V piedchozi kapitole jsme vidéli, ze kaZdou holomorfni funkci je mozné lokalné rowvést
v mocninnou fadu. Tento rozvoj umoziuje efektivni popis holomorfni funkee 1 jeji nume-
ricky v§pucet, Omezujici je oviem skutednost, Ze mocninnd Fada konverguje vidy v krubu.
7 ioho vypl¥vé, Ze na muoZindch, které nejsou kruby, neni moZno holomorfni funkce glo-
bilné vyjddfit jako soudet jeding mocninné tady. K daleZitym pfikladfim takovychto mno-
Zin pati napt. kruh s vyjmutym stfedem odpovidajici situact, kdy je funkce holomorfni
na okoli daného bodu s v¥jimkou bodu samotného. Podivejme se na nasledujici funkei

flz) = —

1=z
Tato funkee je holomoriné v mnoZiné C \ {1}. Standardni rozvej funkee f v mocninnou
fadu se stfeder- v poditku je

=14zt 4 b, lz] < 1.

1-=

Geometrickd Fada na pravé strand konverguje privé kdy? [2| < 1. Tim jume ziskali rouvo]
pouze v jednotkovém kruhu sc stfedem v poddtku. Funkee f je oviem holemorfni i na
vnéjgkn jednatkového krubu {z € € | |2| > 1}, tedy za hraniei konvergence dané mocninné
fady. Zde jiz neni moZno vyjadfit f jake soudet moeninné fady se sitedet v nule, Kdyby
totiz 1akova Fada existovala, musela by konvergovat i v = = 1. To je viak nemozné, nebot
F nema vlastni limitu v bodé 1.

Na druhé strang, vzddme-li se poiadavkn mit f pouze ve tvaru moeninné Tady, je
mozno pro |z} > 1 psit

1o v 1,11
i el G
--1
11 Z1
e Rk Y N
N n=1"

1mne KAMITOLA 5. REPREZENTACE LAURENTOVOHI RADOU

Vidime tedy, Ze funked f je moZno vyjadiit pomoci Fady, kterd obsabuje zAporné moeniny z.
Jakmile pipustime ziporné mocniny dostévdme novy typ Fady, ktery umozui rogvoie na
takovich oblastech & divami® jako je naptiklad mezikruZi.

2 Laurentovy fady

Dcfinice 5.1. Reda tvaru

>0

“_ a_
(5.1) Z anfz — ) = (1—_—3“)—2 + 7—:—1:6 +ug 4 ay(z — 2o} + apz - 4,

se nazgjvd Laurentova fada se stiedem v bodé 20 u hocficicnly @y, n € Z. Rada

[+ 4]
Zu,!(z - z0)"

n=0
se nazjud reguldrni ddst Laurentovy fady, fada

-1

Z an(z — 20}"

N==0c
9¢ nazyvd hlevni ddst Laurentouy fady.

Rada (5.1) konverguje v daném bod? z € €, kenverguje-li soudasnd v tomte bodé jefi
ilaeni § reguldend &st. Jeif soudet jo piitom definovdn juko soudet reguldrni a hlavni &hsti,
tj.

) o0 o

e )
Z ap(z - zU)n = a_nlz — Zu)_" + Z ap(s — 2p)".
1

n=—oa n= n=0

Stejnd terminologie se tikd absolutni konvergence a konvergence stejnomérné.
Obor konvergence Laurentovy Fady je prinikem oborl konvergence jeji hlavni a regu-
larni ddsti, coz déva i ndvod na jeho nalezeni.

Priklad 5.1. Zjistime obor konvergence Laurentovy Fady

i 2Pz - 17,

n=—00

Podivime se nejdfive na regularni &dst

o
Zz—n(z — 1),
n=0
Jedna se obydejnou mocninnou Fadu. Ze vztahu (4.6) ve VEE 4.2 je jeji polomér konver-
gence
— 1
A= lim — =12

m
R—oo W9-n
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Na hranici 8U(1; 2) kruhu konvergence reguldri &st nekonverguje v Zadném hodé, nebot
v tdchte bodech je 2 |z - 1" = 1, tudiz deny fady nekonverguji k nule.

Nyni se podivime na hlavni ¢dst. Nejprve provedeme sdménu séitaciho indexi i = —
-1 o
E : 2-|n|(_, —1)" = § : g-n 1
~ - (z - l)m'
HEY m=1

pievedeme na moeninney fadu

1
Tuto fadu pomoci substituce v = 1

-

o0
Z Qeiigm

=1
Jeji polomér konvergence je 2. Hlavni ¢4st tedy konverguje ahsolutng pro

1 1
[ 24y Jz -1 > =
‘z—l}< LS

Jde o vngjfek kenbu se stfedem v bodé z = 1 a polomérem % Stejné juko v predchozim

pfipadé mitZeme ukazat, e na hranici tohoto kenhu fada nekonvergnje v zidném boda.
Zavérem tedy méame, Ze obor kunvergence je mezikruzi se sttedem v bodé 1, vnitinim

polomérem 1/2 a vagjEim poloméremn 2, 4. mnofina

{zEC‘%<|z~I|<2}.

Postup v pfedchozim piikladé je zeela obecny. Regulérns édst Laurentovy Fady je moc-
ninné fada s jistym polomérem konvergence R. Z Kapitoly 4 vime, e tato fada kanverguje
absolutné v otevieném kralw {z € C | [z - 2g) < R} a diverguje ve viech bodech mneZiny
{z € C| |z - 2| » R}. Hlavni &st Laurentovy Fady (5.1} nent fada mocninng, lze ji
nicméné na moeninnou fadu prevést pomoci substituce

Dostaneme tak Fadu

fe )
E a_pu”.

n=1

Nechf K je polomér kenvergence této moeninné Fady a poloime

% = 0.) Puk hlavni ¢dst konverguje absolutné pro viechna z

(Op&t pokiddime % = oc,
splitujici nerovnost

<Kt [z -z >

7 —
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V bodech mnoZiny {2 € C | |z — zg| < +} Wlavni édst divergnje. Cislo » budene nagfvat
polomér konvergence hlavni édsti Laurentovy Fady. Celkove tedy mame, 7e Laurentova
fada (5.1) konvergije absolutng v kasdém hodé ninoZiny

[zeC|r<lz 2| <R}
a nckonverguje v Zddném bodé mnoziny
{xeClz-2<riUfzcC|lz-2|> R}

Kvii pohedli si pro mnoginy vanikajici jake ohory absolutni konvergence Laurentovich
fad zavedeme znadeni

Plagir B) = {z e C | r < |z — 29] < R},

kde 0 < v, R < oo, V zdvislosti na mogngch hodnotich » a B je munozina P(zo;r. £) bud
mezikruZi se stiedem v bodé 29 a polomeéry ra B (0 < r < R} nebo kruh bes svého sttedu
{r = 0 < R) nebo ynéjiek krulu (r > 0. R = oo) nebo C \{z0} (r = 0, R = oc) nebo
prazdnd mno¥ina (r > R). Zavér této vvaly shrneme ve vite o konvergenei Laurentovieh
fad, kterd je zobecnénim Vaty 4.2,

Vita 5.1, Neehf 550 au{z — 2)* je Lauventova fuda, Je-li R polomér kenvergence
reguldrni cdsti @ v polomér konvergence hlowni &dsti, pak Laurenfova fada konveguje ab-
solutné ne mnogine Plzg;r, R) o stejnomérné na keidém mezikrusi FP(zo; 01, 02), kde
0<r<p <g2< R, vigobr 8.1, Jeli v # R, pak Laurentova fada diverguje v kafdém
bod# mimo uzdvér mnofiny Plag; v, R).

Poznamka 5.1, Obsshem Véty 5.1 je skutednost, Ze mnoZina P(zg;r, B) je maximélni
otevienou noZinou, na kierd konverguje Lanrentova fada absoluing. Budeme 3t ney-
vat mezikruil konvergence Laurentovy Fady. VySetfovani fady na hranici této mueZiny je
obecng komplikovand, Pro nade adely vEak postaéi stanovit pPerametry v a R,

Ve druhé &asli Véty 5.1 je predpoklad r # B dolefity, Joli totiz » = R, pak sice
P(zg;r, ) = B, nicméné se mize stdt, Ze na kruinici {z €C||z- 2| =7 = K} Laurentova
fada v néjakém hodé konverguje. (Viz cvideni 1.(c).} .

Dikaz. Jeding, co jesté vyZaduje argument, je stejnomérnd konvergence Laurentovy fady.

Znamend stejnomérnou konvergenci hlavni i reguldrni édsti. Vime jiZ, Ze reguldrni &dst

konverguje stejnomérné na kazdém kruhu {z € € | |z — 2| « o} kde g3 < B
Podivejme se tedy na hlavni édst

-1

(5.2) 3 ol -z =3 (Z'i;"o)

==y n=1
Pro |z — 23| > o = » plati odhad

a_p ! la—zl
(= =) o

(5.3)
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® Priklad 5.3. Nalezndme Laurentily rozvoj se stfedem v bodé oo funkee
flz) = 22es.

Priklad vede na pouZiti mocninného rozvoje exponencidini funkee v poditku.

[« =
3 1 1
,:/2(_'5::25_- —=z2-|-z+§ —_— =
nlz" nlzn—2
n=l n=2

=1 1
. L ,
=z +—+§(n+2)! =N el

(V poslednim kroku jsme provedli zména stitaciho indexu n — n + 2.) Tedy

¢ s=a-1=1, ay = pron = 0

1
(n+2)

Dany Lanrentiiv rozvoj mé konetnou hlavni &st z% + z a nekonednou reguldrni

111111,
(ntaner 27 3ty 422

n=l

3 Cvideni

v Ulcha: Stanovte ubor konvergence Laurentovy fady

o0
AL § :3“7"
s n=0

1

n=-
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Tast

flegeni: Viimneme si, #¢ hlavni i reguldeni &dst jsou geometrické fady s kvocienty 5‘;

a 3z, Blavai &dst tedy konverguje privé, kdyZ
|1

2

. 1
<1 4 |2l >3

: ——

Pro absolutni konvergenei reguldrni ¢isti je nutnid a postacujic! podminka
, . 1
|32) <1 tj. |2l < 3

e

Vidime tedy, e ohory konvergence s¢ neprotnou a tedy obor konvergence zadan
prazdnd mnozina.

e

s Tlloha: Stanovte obor konvergence Laurentovy Fady

o0

$ Lo

n=—00

& tady je

1o KAPITOLA 5. REPREZENTACE LAURENTOVOU RADOU

Redeni: Podivejme se nejdiive na regulacni Cast
Sc Lo
z an? (; ) "

n=0

Pouzijeme odmocninového kritéria absolutni konvergence
T ————

1 — 1l
ﬁ_”h_:}r}o 5}7—,}2‘302” =0, t,].\!i’.—oo.

Regularni éast konverguje v celé komplexnd roving.
Konvergence hlavnd &dsti je ekvivalentni konvergenci Fady

. n 1
E ETT T = E —u", kdew= .
n=1 2 (z 1)“ n=1 2

Opétovngm ponzitim odmocninovéha kritéria dostivame

T o = L_y
nLr[;O an _)ll—l}'goﬁ -

Hilavni &ist tedy konvergnje pro viechna u & C, t§. pro vBechma z # 1, Qhorem konvergence
zadané fady je celd komplexni rovina vyima bodu 1, formélné ‘{:(I;0,0CH Rozmyslete
si, 7e komplexni rovina bez bodu je naximélni mno¥ina konvergence Lourentovy fady
s nenulovou hlavni &sti!

4 Uloha: Vysettete konvergenci Lanrentovy fady
0
1 LAY
SM _Z 3u+1(“‘ -]) "
n=—x

Regeni: Pouzitim podilovélg kritéria pro reguldrni &hst 5™ bz j)" mame
4 =0 3"+1

| P4l 1+3" 1
lim ¥ 1'” = lim TS.T*_'W: lim —I-ﬁ—r= o
RS g n—oc 31 - 1 o J+3" i_

Regulérni &dst tedy konverguje absolutné pro |z — j| < 3. Pro hlavni &st pfepsanou do

tvaru o oo
— 1 1 1
— — = u,  kdew = £,
%3—"4'1(3_1)" "2213-114_1 z=]
je limita v podilovém kritériu
1
lim AT =,
n—o00

= =~
Tato st konverguje absolntng pro [uf < L, £ |z jl > 1. Obor konvergence zadané tady
je mezikru#i

PjL3) ={reC|1<iz-j|l <3k
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KliZovim pozorovénim je nyni skuteénost, Ze integrdl fp.(w — z0)™ je roven nule vyjma

pFipadu m = —1, Je-li m > 0, je integrovand funkee holomerfui na celé komplexui ro-
ving. Podle Canchyovy vity je integrdl nulovy. Je-li mi < 0, uZijeme zobecnéngy Cauchyhv
integrilni vzoree (4.28) pro konstantni funkel f(z) = 1. Dostaneme tak, Ze vySetfovany
integrdl je nenilov§ pouze pro »m = -1 a jeho hodnota je 27j. Ruda na levé strané rovnosti
(5.12) m4 tedy nejvide jeden nenulovy €len a to pro index & = n. Rovnice (5.12) se tak
redukuje na vatah

Flur}

Arjay = /WJ duw,
c

co¥ davi integrdlni vyjadieni koeficientid a ukonZuje diikaz. C

Pozndmka 5.2. Laurentova Fada ve VEtd 5.3 se nazyvi Lanrentovou rfadou funkce f
v mezikruzi Pz, R).

Jednoznaénost koeficientd v Laurentové rozvoji implikuje, Ze funkei holomorfni v
Plzo;7, B je moimo wakodovat® do posloupuosti kecficientil {e,) jejiho Laurentova roz-
voje. To také znamend, Je pro Laurenlovy fady se stejnym souétem jsou odpovidajici
kocficienly slgjné, PFesndji, rovnost

o0 o0
Z an{z — zo}" = Z bufz — 2p)"
n=—m n=—ou
na jistém otevieném mezikrwdi implikuje @, = by, pro véechna n € Z. Tento princip budeme
Casto vyuZivat,

Piiklad 5.2. Nalezneme Luurentovu Fadu o stfedu zp = 0 funkee

1
C R P Y

v oblasti P(0;2,3) a vyuzijme ji k v¥poctu integralii
f(= "
[ z(w) dz 8 /f(z)zm dz,
fod i

kde € je kladné orientovand kruZaice zadand vztahem [z| = 5/2.
Funkee f je holomorfni ve viech bodech € kroms bodd 2 a 3. Je tedy holomorfni
v mezikruzi P(0;2,3) a floha mé feSeni. P hleddni Laurentova rozvoje raciondlni funkce
se standardné vyugivi rozkladu pa parcidlni zlomky. V naSem pfipadé je
1 1
f@)=073 =%

U jednotlivich slomki vyuZijeme souftu geometrické fady. Dostaneme tak

1 1 1 . =t .
— =3 —1_£=—z—3n_“ pro |z] < 3,
~ 3 n=0Q

1 11 2, o ! )
x 2 71 2=Z,u+1=Ezﬂl"npmlzl)‘)"
= ~ z n=0" =
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Zavérem mdane
-1

2 .n
J{z)=- z gmnoln Z T pro2 < |zl <3

n=—ona n=0

Ziskanid Laurentova Fada ma tedy nenulovou hlavni i reguldrni ddst, U pryniho z &asteénich

1 1 . s e . N . .
zlomkad - 32_32 jsme nalezli vyjadieni pomoci mocninné Fady a u druhého pomoci
=3 z-

fady se zdpornymi mocninwmi. Tento visledek je moinae odhadnout predem. Funkee

P

je toti¥ holomorfni v kruhu {z € C | |2| < 3} obsahujicin dané megikruzi. Jeji Laurentova

L
5 Je holomorfni
7 -
v mnoZing {z € €| |z] > 2}, coz je doplnék kruhu, a proto zde musime hledat Laurentiy
rozvaj obsahujic zaporné moeniny.
Méme-li k dispozici Laurentovu fadu mizeme okamiité nalést oba zadané integraly,
které souvisi s koeficienty Lanrentova rozvaje. Z integralniho vyjadfeni

A iC)]

fada bude proto pouze obyfejind mocninnd Fada. Naproti tomn funkee

Uy = oa7 | dz
o
plyne pren =9 an = -11, Zc¢
it - 1
z(m) dz =y - 2] = —27j - )
< —m—

/ Fl2)20 dz = w.yy 2w = 250
o

i iep——

V zavéru této Sastl se zminime o Laurentové fadé se stiedem z = oo,
Definice 5.2. Rada

oG
iy ) a2
Z — = --A+(z_22'2+rt_12+<10+7+_,—2-l-~- .

e
n=-00

kde 0, € C, n € B, se nazjvd Lourentovon vadou se sifedem v bodé€ oo (nebo také s
nevlastnim stiedem) o koeficienty ay,. Cdst

= =1
> oo
zn’ TEsp- a1

n=0 n= oo
se nozijvd reguldrni ddst Laurentovy fady,(resp. hlovni ddst Lourentovy fady).

Rada s nevlastnim stiedem je viastné jenom jinak zorganizovanou Laurentovou Fadou
se stéedem v bodé 0. Na rozdil od stfedu ve viastaim bodé obsabuje hlavni &ist nezaporné
mocniny & reguldrni &dst mocniny zaporné. Na prvni pohled to vypadsd jako uméle zavedeny
pajem. Skuteéné nepfinadi Zédnou novou informaci o Laurentové Fadé, nicméné vihodnost
této konvence se ukdie posléze.
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2. Nalesnéte Laureatovn fadu kterd a) konverguje privé v mezikrus P{0,1,2) b) kon-

vorgije pravé v weavieném mesikenii P(0,1,2).

3. Nalesnéte Laurentovy rozvoje zadaugch funkei v nvedenych oblastech

+ 3. Rouvitite funkei f(z} =

()
(b}

1

TrarTg v P2,

8

2z 1)z =2
3z

© G De-2 '

3z
(d) m v P{0,2,00)

{e) 3zsin

v P(0,0. 1)

P(ih, §,2)

Tz PP . v .
= v inaximilnim meaikruzi se stiedem zg = -5
s+ 4
222245

i {z ~2)(z? + 1}

v P(0,1,2)

(@) Gy ¥ P02

z

(h) mu_—l)prol<|z|<2

{ch) sin;vz—l, pro |z — 1] > L.
(i) &¥3, 2 = ac, pro |z| > 2
ot -

. 4z
{j) cos oo pro |z —2{ > 0.

» 4. Rozhodnéte zda lze dané funkce rogviist v Laurentovy fady se stiedem 2o v mezikruzi

Pz,0,00).

1
“(8) cos=, =10

) 'ml =
et ase L

e
SRe

1
K {c) tgh=, 2 =oo 2

A o

z

a} v mocninou fadu s nesdpornmi mocninami z, b)

1423
v Laurentovu fadu se zépornymi mocninami z. Urdete obory konvergence!
. v . 24] . - " .
» 6. Rouviiite funkel f(z) = Ln - v Laurentovu fadu se stfedem v bod® oo v maxi-
Z -

malni moiné oblasti!

T
7. Naleznéte prvai ti fleny Laurentova rogvaje funkce flz}= =
sin

- se stiedem v hodg

1} a urdete oblast konvergence této rady!

&=

AO
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10.

12.

13.

14.

KAPITOLA 5. REPREZENTACE LAURENTOVOU RADOU

- UkuZte, Ze funkee holomorind v mesikeuzi P(O,r, R), r < R, je soudtem f=h+1a

kde fi je lolomorfni pro |z < R a fy je holomorfni pro 2] = » !

=
Shm 2 o . _— . . -~ N e s
. UkaZte, ze fada E 7’;’ kenverguje v jistém okoli nekonecna prave tehdy kdyi existuji
z

n=0
konstanty A > 0,¢ > 9 tak, Ze

lan| < Mc™ pro viechna n = .

Necht [ je funkce holomorfni v mezikrugi P{0,7, R),r < R, pro klerou plati
f(z) = f(-2) pro viechua 2 € P(0,~ R).

Charakterizujte funkci f pomoci koeficientit v jejim Lanrentové rorvoii !

- Piedpokladejme, Ze funkee f je holomorfni v P{0, r, R}, r < K. Necht

|F(z) < M pro viechna z € P(0,», R}.

Odvedte nésledujici odhad pro koeficienty (., ) Laurentova rozvoje f(z) = 15 a,zt:

M M
Jan| < min (

ey W) pro viechna n € Z.

Pomoci rozvoje v Laurentovu Fadu spodtéte nasledujici integraly
——— dz,n € Z, kde C je jednoduchd uzavieni kiivka leiic v oblusti
(1 + 22)

u) |zl > L b} |z] < 1, kterd md nulu ve své vniténi oblasti.

Piedpokladejine, Z¢ f je funkce holomorfni v oblasti T {0}, Ukaite, 7e plati-li
f(2z) = f(z) pro viechna z £ 0 je f konstantni funkee.

Pomecf Laurentovich rogvoji naleznite Fourierovy Fady nasledujicich periodickych
funkei

psin
(a) flz) = 5=
W -
(€) () = pg e ol < 1
@) ) = Tt <1
(€) fe) = L0 oy

1 - 2¢cosa 4 ¢F
{f) flxz}=1n(1—-2¢cosz +q?), |g| < 1!
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15. Besselovy funkee J, , n € Z, jsou definovany jako koeficlent a,{b) v Laurentovd
rozvoji funkee "

se stfedem v bodé 0, Vyjadfete J,(#) pomoci nekonecéné fady.

Vysledky.

. a) PO, l .1, b) @ c) knnverguie pra |z| = 1.

2.4 Z R + z an ) Z 7122" Z ";2“

=0 =0

(Z( 1112 1- n +2 n I 24"-“ +2}n)
r=0
b) _ZT-;Z"_'_Z#

n=0 n=0
— 1
. ]
< D gt
H—*FU
[n]
8 3 (g2
Hf—x
fu+l 1 gintl 1 .
——— —— [+
qzﬂ{ o @n+ Di{z +b602" -1 Z 211 + 1)t (= + 5)2n+1 |2+ 5l #
n=
o0 P
f) 2 Z -,2n - Z gnd1
n=1 n=0
) 1 j i (” + 3)j"(.’.’ _j)u
& G- 1)2 4(~ - s
o0 LZn+]
z ‘2n+1 1z Z 4n
u— n-(]
sin(l + ng)
ch) Z - &
= nl(z — 1)
2 6
i)e(l——+—+-“)
2?k+l

LOS]Z( 1) (2k 0z~ +bln12“2k+1)|(3_2)4k+2
4. a) .mo, b) ano c) ne d) ne ¢) ne
oo

5. a) Z(_l)"zu""'l,|z| <0

n=_

= 1
b) S ¢ Vgl > 1

n=0
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7—+¢~+§%”+ v P00, ).

9. Pouziite odhad integrilu v integralnim vyjadfeni koeficient Laurentovy fady !

10 agptr = 0 pro viechna n € €. Vyugijte jednoznaénost koeficientt Laurentovy fady!
11. Pousjte imegmlmho vyjadienf kocticientd !

12. u) 275 1) T jeli n liché, 0 jinnk

b} 2mj(— 1) T je-li n liché, O jinak.

13, Vyum]te jednoznatnosti koeficientt v Laurentové rozvoji !

1, )zbm (n+ Ly

7141
n=0 2
2 cos(n + Va
L ar+l

u=0

S ¢" sinnx

=1

dj1+2 Z ¢" cos na
n=0

E ¢" cos

n=0

frCosnn
) =2 Z "__._

n=1
(Nejdfive apuctete Laurentovu fadu derivace pomocné funkee!)
a2 284+n
1 e o . P
15, J, (6 = = (—1}¥| = . (Vyuzijte pravidla pro poditdni sou&inu fad!
(B} kE—O(n+k)!k!( } (2) (Vyuzijte p pro p )
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Na P ma finkce rozvoj

1
CEDY (ﬂ—ll)ﬁ (s 1)
'-.-_-_‘_‘_‘—.

* Uloha: Naleznéte Lavrentity rosvoj o stiedu 2 = 1 funkee
—

1

16 = e

voblasti [z € C |}z - 1] > v2}.
———— s,

Re#eni: Funkee f je holomorfni v vadané mno#ing, kterd je vn&jskem kruhu se stfedem
v bodé T a polomérem 2, Odekdvame proto rozvoj do sipornych moenin Elenn = — 1. Bod
j le#i na hranici této oblasti, Nejdiive rozvineme pro z € {z € C | [z — 1§ > v/3} funkei

oa

_
S SR S S e ) .
2=} a-l41-j #-1 |48 2-14 (-1

i(—l)“—( . k-1>ve

- n41?
e z=1)

Veniklou identitu budeme derivovat podle proménné z. Vzhledem k tomu, ze Laurentova
fada konverguje stejnomeérna na kazdé omesend uzaviend mnozing ohsazend v P(1; v/2,00)
nmiiizeme Laurentfiv rowvoj derivovat élen po élenu. Tim dostéavime

1 = ([ 1y 1
ST ="§(_1) (L =iy (—n— 1)m.
Zévirem,
1 = I Y] 7 +1
e = L
-2
= 3 (-0 =T (e -

Teuto priklad ukazuje obécnon podetni metodu rozvoje racionilni funkee v Laurentovu
fadu. Nejdiive danou raciondlni funkei rozlofime na parcidlni zlomky typu

Poté rozvineme funkei

[
=
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v geometrickou fadu a vysledek k& — 1 krét derivujeme. Kombinaci rozvojt parcidlnich
zlomkii pak ziskime koneény vysledek,

« TUloha: Naleznéte prvni étyfi éleny Laurentova rozvoje funkee
ot
flek= 2(z2 4+ 1)
prooblast {z € C |0 < |2 < L}.

Reseni: Ze wadini plyne, e stied hledané Fady je v zp = 0. Vyuiijeme standardniho
rozvoje

a nalezneme &2 rozvaj funkee 3(221—_1_1) v P{0;0,1}
———-—1 L ! 1 . n,2n - n,2n—1
HE+1) =z 1_|_32—;Z(—1)Z = 57 (-1)"z =
=S n=0 n=0
L 3 3
=c -zt -+

Tedy

Laurentovy fady miZzeme nasobit stejné jako polynomy. V soudinu na pravé strané pfed-
chozi rovnosti tedy dostdviame nejnizéi moeninn 271 a po vyndsobeni

# Uloha: Nuleznéte nékolik prvnich élenti Laurentova rozvoje funkee f(z) = cutg 2 v prs-
X . —l
tencovém okoli bodu 0.

Redeni: Funkee cotg 2 je holomorfni v C kromé bodd kx, kde & € Z. Maximélni
prstencové okoli nuly, ve kterém miZeme rozvinoul colgz v Laurentovu Fadu je tedy
P(0;0, 7). Pro hledany rozvoj pouZijeme algoritmu déleni nekonednyeh polynomia

22 a4 B P I .
COtgz:(cmz):(smz):(1_E+H_H+"'):(z_ﬁ'i'ﬁ_ﬁ'imn)‘
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(Na hranici tohoto mezikruzi fada nekonverguje nebot &leny Fady nekonvergnji k nule.)

*  Ulcha: Pre zadané poloméry 0 < r < B < oo nalezniéte Lawrentovy Fady, kterd

q konverguji pravé v nasledujicich mnoZindch
(@) [z C| 2| < R}

M {zeC| |zl >}
() {zeClr<|z| < R).

Redeni: Ve viech piipadech musime volit nekonednou fadu, Budeme ji vBak hledat
Jjuko co nejjednodnddi, tedy jako Fadu geometrickou.
(a) Podminee vyhovime moceninuou Fadon

oc
i
§ et

h=0

1 L
kterd konverguje pravé kdyz |ez| = |¢| - 2] < 1. Ekvivalentng, jz| < l_ Volbour ¢ = o tak

c 2
dostaneme fadu, jejiz obor konvergence je pravé sadand mnozina. To odpovida fadé

- - 1 . .
tedy ve tvaru geometrické fady s kvocientem - Podminka konvergence dé
£

1 1
}—‘ <1 tj. |z]> -
€z le|

, . .. Lo
Pozadovany obor konvergence tedy ziskdme napfiklad volbou ¢ = =. Tim mime fadu
;

(¢} Na zakladé vysledkil v pfedchozich dastech je moZno zvolit Laurentovu fadu
-1 oo
" 1,
Y ot
n=-—o0 n=0

—====a-_-‘

¢ Uloha: Nalesnéte Laurentfiv rozvoj funkee

1
fla) = . oa#l
¥

x @
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se stfedem v bodé 1 a to ve viech mouZnych oblastech.

Reseni: Zadend funkee je hiolomorfoi v €\ {a}. V fivalu tedy piichdzeji dve oblasti:
kruh se stfedem v hodé 1 a polomérem |1 — & a vndjdek tohoto kruhu. Na obr. 5.3 jsou
oznadeny jako P a Py,

By
P LL T
-~
I' \\
/ P
’ \
t 1
1 h
\ 1 '
Ay L
A 7’
LY s’
- rd
P g
Obr. 5.3.
Podivejme se na pryni piipad. Funkei upravime nésledujicim zpiisobem:
1 1 1 1
z—a z-l+l-a 1l-a =41
————

Pro |z - 1] < |1 — a] je splnéna podminka
LB I LR,
z-1

l-a

<1,

které vyuzijeme k rozvoji v geometrickou fadu

1 1 1 i (z -1
T a2 =71- — 1
1—u =+l 1-a = (a— 1)

{21y
)=~ Z fo—Ltt
Nyni se budeme zabyvat ptipadem |z - 1] > |1 — o] 6 této oblasti plati

1-a

r

Mime tedy rozvoj

<1,

&

proto vyuZijeme ndsledujicich algebraickfeh dprav a rozvoje v geometrickou fadu:
1 1 1 1

z—fl=2—1'|~17(£“371.1+:—_'f
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Mame tak,

2 6 A LB 7 Loa A
[P AU T (S OO I S S
( CRETRR TR ) (Z 6 "0 ot ) iTE

2 4 6
k4 Z Z
B (I—F‘“@’M*”')
N N
3 730 840
. W -0
*("7%‘%*“)

4]

s

A

T4 T B

Dalgim pokrafovani v déleni (napfikiad za pomoci poditace) mime

. 1 =z :
(5-13) g = - g T o i imEm

1
¥  Uloha: Naleznéte rozvoje funkce F(z) = zsin = v Laurentovy fady se stiedy v hodech
0 a oc. Stanovte v obou pfipadech koeficienty a_g 2 aj0.
—_—

Reteni: Pro stfed v pocatku mame

Z 1 i ot 1
zs!n = 2H > (2” +1 CEl = = (Zn+ 1)1 =2

=14 z (=1 T o
—2n 4 1)1 ’

Ha= 0

To davd a » = __ y ttig = 0. Pro stfed v nekoneénu pouZijeme stejndho razvoje

S e
T T Lyl

"'!....__.=-—
Odtnd g = 0,10 = — 3.

-

s  Uloha: Pomoci rozvoje v Laurentovn Fadu nalezndte nésledujici integrdly

' 2z 41
hi= {z2 4 2 — 2)z100 d
o

(22 4 132100

= 2rz-2
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kde € je kladné orientovand jednoduchd wzaviend kiivka lefici v mesikruzi F{0;1.2) a
obsahujici bod 0 ve svém vnitiku,

Refeni: 2 integralniha vaztabu pro koeficienty Lanrentova rozvoje plyne I} = 2miagg,
I3 = 27ja 101, kde agy 5w 101 jsou koeficienty v Laurentové rozveji funkce

2:+1
Hz) = 2qz-2
v mezikruZi 1 < |z| < 2. Rozkladem na édsteéné zlomky méme
z+1 1 : 1
24z 2 g2 & I
Rosvujem v fady pak dostivdme
1 1 1 1< E > z"
—_—=. = = B B ) 2| < 2,
z42 2 143 22( )Qu Z( )211-*-1' 2| <2
n=0 n=0
1 11 =21
271=;~__17L=Z—z’l+1, |2] > 1.
z n=0
Tedy
-1 oo
2z +1 ="
T 3o Y- Vo I<ll<z
f=—n0 n=0
coz ddva
L.
Iy =2 - 2“30 ~gm7

Ia = 2wja_yo1 = 2mj.

Pfed posledni @ehou se eminime o souvislosti Laurentovy a Fourierovy Fady. Nechd

funkee f() je tvaru
f(ty = Ricost,sint),

kde K: R? — R je raciondlni funkee ve dvou proménnych, tj. podil dvou polynomia dvou
proménngch. Predpokladame, Ze f({) je definovina pro viechns ¢ € (0, 27). Nalezneme
metodu vypodtu Fourierovy fady funkce f pomoci Laurentova rogvoje vhodnd komplexni
funkee. Vyuzijeme Eulerovu identitu el = cost+jsint, ¢t € R, e kterc plyne, Ze pro z = et
plati :

!

cost =

sint = =

Definujeme tedy komplexni funkei




