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Teorie

Véta 1. Necht je déna mocninnd fada > 00 an (2 — 20)" a p = (limsup {/]a,[)~!. Pak
uvedend fada konverguje absolutné pro |z — zg| < p, diverguje pro |z — zo| > p.

Pro libovolné kladné r < p konverguje stejnomérné pro |z — zg| < 7.
Véta 2. Pro fadu > 7, anﬁ existuje ¢islo p € [0, 00] takové, ze tato fada kon-
verguje absolutné na mnoziné K = {z;|z — z9| > p} a stejnomérné na kazdé kompaktni
podmnoziné K.

Plati p = lim sup ’(/m.

Definice 3. Laurentova fada y oo an(z — zp)™ se definuje rovnosti
oo [e.e] o0 1
n __ n
Z an(Z — ZO) = Zan(z — ZO) + a_nm.
n=-—00 n=0 n=1

Prvni ¢ast Laurentovy tady se nazyva reguldrni ¢dst, druhd se nazyva hlavni édst.
Laurentova fada konverguje, konverguji-li obé jeji ¢ésti.

Véta 4. Pro Laurentovu fadu Y 2 an(z — 20)" existuji ¢isla 0 < r < R < oo tak,

ze fada konverguje absolutné na mnoziné M = {z,r < |z — 29| < R a stejnomérné na

kazdé kompaktni podmnoziné M.

Souctem této fady je holomorfni funkce v mezikruzi M, jeji derivace a primitivni
funkce se ziskaji derivovanim a integrovanim fady ¢len po ¢lenu.

Véta 5. Necht 0 < r < R < oo a funkce f je holomorfni v mezikruzi M o stiedu 2o a
polomérech r, R. Potom

pro néjaka a, € C a vSechna z € M.

_ 1 f(z)
an—m/cp(z_zo)n_i_ldz,

kde ¢ je libovolna jednodusSe uzaviena kiivka lezici v mezikruzi M a obsahujici bod zg
ve svém vnitiku.

Definice 6. Funkci f(z) nazveme holomorfni v oo, je-li funkce f(1/z) holomorfni v 0.
Laurentovou tadou se stredem v oo rozumime radu

pricemz jeji reguldrni ¢dsti rozumime Z?L:—oo (tedy tu ¢ast, kterd je holomorfni v oo)

a hlavnd édsti fadu o | anz™. Reziduem v co rozumime —a_j.



Hint

2 3 X _n

z_ Z 42 N2
e—1+z+2!+3!+ —T;n! pro z € C
1 o
E=1+z+z2+z3+-'-=Zz" pro |z| < 1
n=0
3 5 7 o0 2n+1
o z z z B I
smz—z—3!+5!—7!+~--—7;)( 1) @nt) pro z € C
2 4 6 o0 2n
B z z z B IR
Cos z 12!+4'6!+~~-—nz:;)( 1) )] pro z € C
Priklady
1. Rozvinte funkci do Laurentovy fady (pomuze znalost geometrického rozvoje)
(a) f(z) = 1J1rz na oblastech, kde to i vz=-—1,
1ze, v bodech i, v 2g = —2,
L 2=0 i, vz =1,
11 =1 na oblastech, kde to lze.
ii. zg=1 )
d z) =
(b) f(2) = =iz v 20 = 0 na @) 1) = 7
i. P(0;0,1) L vz=1
ii. P(0;1,2) . vzo=-1

ii. vzg=0

iii. P(0;2,00)

(c) f(z) = Wl(zﬂ) na oblastech, kde to lze.

2. Rozvinte funkci do Laurentovy fady

() f(2) = <=2 v 2= 0 (@) £(2) = gy v 0 = 2
(b) f(z)=2%Y%v 2 =0 (derivace)
(c) f(z) = m viz=1 (e) f(z) = Z(ZZZfll)z vzo=0

3. Zjistéte obor konvergence Laurentovy fady
(a) (b)

-1

i 2_|"|(z -1 Z 22" + i 3"
n=0

n=—oo



=1 e 1
2 gez-1" > g
n=-—o00 n=—00
4. Najdéte Laurentovu fadu o stfedu zp = 0 funkce f(z) = m v oblasti
P(0;2,3).
Vyuzijte ji k vypoctu integralu
f(f)) &
c <
a
f(2)2"%dz,

kde C je |z| = 5/2.
5. Najdéte rozvoj funkce v bodé oo funkce

f(z) = 2%el/>.

6. Rozhodnéte, zda lze dané funkce rozvést v Laurentovy fady se stfedem zy v
mezikruzi P(zg;0,00)

7. Najdéte Laurentovu fadu funkce f(z) v bodé zp na dané oblasti:

(a) f(z):ﬁ,zozl|z—l|>\/§

(derivace)

(b) f(Z):m,0< 2| <1
(stfed je tteba odhadnout z oblasti)

(¢) f(z) = cotg z, zp = 0, na prstencovém okoli, sta¢i prvnich par koeficientu
(oblast je tfeba uhodnout z definiéniho oboru cotg , samotny rozvoj se fesi
délenim (jako u Taylora v redlném oboru))

(d) f(2) =zsinl, 29 =0, uréete a_2 a aig

(e) f(z) ==zsinl, 2y = oo uréete a_s a aig
8. Najdéte Laurentovu fadu funkce f(z) = -2, a # 1 se stiedem bodé 1 a to na

z—a’
vSech moznych oblastech.




9. Necht 0 < 7 < R < co. Najdéte Laurentovy fady konvergujici na

(a) {z € Ci[2| < R}
(b) {z € C;|z| > r}
(c) {z€C;r<|z| <R}

10. Necht je funkce f hlomorfni v mezikruzi P(0,r, R), r < R, pro kterou plati
f(z) = f(—=2), Vz € P(0,r, R).

Charakterizujte funkci f pomoci koeficientu v jejim Laurentové rozvoji.



