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Teorie

Věta 1. Necht’ je dána mocninná řada
∑∞

n=0 an(z − z0)n a ρ = (lim sup n
√
|an|)−1. Pak

uvedená řada konverguje absolutně pro |z − z0| < ρ, diverguje pro |z − z0| > ρ.
Pro libovolné kladné r < ρ konverguje stejnoměrně pro |z − z0| ≤ r.

Věta 2. Pro řadu
∑∞

n=0 an
1

(z−z0)n existuje č́ıslo ρ ∈ [0,∞] takové, že tato řada kon-

verguje absolutně na množině K = {z; |z − z0| > ρ} a stejnoměrně na každé kompaktńı
podmnožině K.

Plat́ı ρ = lim sup n
√
|an|.

Definice 3. Laurentova řada
∑∞

n=−∞ an(z − z0)n se definuje rovnost́ı

∞∑
n=−∞

an(z − z0)n =
∞∑
n=0

an(z − z0)n +
∞∑
n=1

a−n
1

(z − z0)n
.

Prvńı část Laurentovy řady se nazývá regulárńı část, druhá se nazývá hlavńı část.

Laurentova řada konverguje, konverguj́ı-li obě jej́ı části.

Věta 4. Pro Laurentovu řadu
∑∞

n=−∞ an(z − z0)n existuj́ı č́ısla 0 ≤ r ≤ R ≤ ∞ tak,
že řada konverguje absolutně na množině M = {z, r < |z − z0| < R a stejnoměrně na
každé kompaktńı podmnožině M .

Součtem této řady je holomorfńı funkce v mezikruž́ı M , jej́ı derivace a primitivńı
funkce se źıskaj́ı derivováńım a integrováńım řady člen po členu.

Věta 5. Necht’ 0 ≤ r ≤ R ≤ ∞ a funkce f je holomorfńı v mezikruž́ı M o středu z0 a
poloměrech r, R. Potom

f(z) =

∞∑
n=−∞

an(z − z0)n

pro nějaká an ∈ C a všechna z ∈M .

an =
1

2πi

∫
ϕ

f(z)

(z − z0)n+1
dz,

kde ϕ je libovolná jednoduše uzavřená křivka lež́ıćı v mezikruž́ı M a obsahuj́ıćı bod z0
ve svém vnitřku.

Definice 6. Funkci f(z) nazveme holomorfńı v ∞, je-li funkce f(1/z) holomorfńı v 0.
Laurentovou řadou se středem v ∞ rozumı́me řadu

∞∑
n=−∞

anz
n,

přičemž jej́ı regulárńı část́ı rozumı́me
∑0

n=−∞ (tedy tu část, která je holomorfńı v ∞)
a hlavńı část́ı řadu

∑∞
n=1 anz

n. Reziduem v ∞ rozumı́me −a−1.
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Hint

ez = 1 + z +
z2

2!
+
z3

3!
+ · · · =

∞∑
n=0

zn

n!
pro z ∈ C

1

1− z
= 1 + z + z2 + z3 + · · · =

∞∑
n=0

zn pro |z| < 1

sin z = z − z3

3!
+
z5

5!
− z7

7!
+ · · · =

∞∑
n=0

(−1)n
z2n+1

(2n+ 1)!
pro z ∈ C

cos z = 1− z2

2!
+
z4

4!
− z6

6!
+ · · · =

∞∑
n=0

(−1)n
z2n

(2n)!
pro z ∈ C

Př́ıklady

1. Rozviňte funkci do Laurentovy řady (pomůže znalost geometrického rozvoje)

(a) f(z) = 1
1+z na oblastech, kde to

lze, v bodech

i. z0 = 0

ii. z0 = −1

iii. z0 = 1

(b) f(z) = 1
(z−1)(z−2) v z0 = 0 na

i. P (0; 0, 1)

ii. P (0; 1, 2)

iii. P (0; 2,∞)

(c) f(z) = 1
(z+1)(z+2)

i. v z0 = −1,

ii. v z0 = −2,

iii. v z0 = 1,

na oblastech, kde to lze.

(d) f(z) = 1
z2−1

i. v z0 = 1

ii. v z0 = −1

iii. v z0 = 0

na oblastech, kde to lze.

2. Rozviňte funkci do Laurentovy řady

(a) f(z) = cos z
z v z0 = 0

(b) f(z) = z3e1/z v z0 = 0

(c) f(z) = 1
(z−2)(z−1)2 v z0 = 1

(d) f(z) = 1
(z−2)(z−1)2 v z0 = 2

(derivace)

(e) f(z) = 2z+1
z(z+1)2

v z0 = 0

3. Zjistěte obor konvergence Laurentovy řady

(a)

∞∑
n=−∞

2−|n|(z − 1)n

(b)

−1∑
n=−∞

2nzn +

∞∑
n=0

3nzn
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(c)
∞∑

n=−∞

1

2n2 (z − 1)n

(d)
∞∑

n=−∞

1

3n + 1
(z − i)n

4. Najděte Laurentovu řadu o středu z0 = 0 funkce f(z) = 1
(z−2)(z−3) v oblasti

P (0; 2, 3).

Využijte ji k výpočtu integrál̊u ∫
C

f(z)

z10
dz

a ∫
C
f(z)z10 dz,

kde C je |z| = 5/2.

5. Najděte rozvoj funkce v bodě ∞ funkce

f(z) = z2e1/z.

6. Rozhodněte, zda lze dané funkce rozvést v Laurentovy řady se středem z0 v
mezikruž́ı P (z0; 0,∞)

(a) cos 1
z , z0 = 0

(b) cos 1
z , z0 =∞

(c) tgh 1
z , z0 =∞

(d) Ln z, z0 =∞
(e) Ln z, z0 = 1

7. Najděte Laurentovu řadu funkce f(z) v bodě z0 na dané oblasti:

(a) f(z) = 1
(z−i)2 , z0 = 1 |z − 1| >

√
2

(derivace)

(b) f(z) = ez

z(z2+1)
, 0 < |z| < 1

(střed je třeba odhadnout z oblasti)

(c) f(z) = cotg z, z0 = 0, na prstencovém okoĺı, stač́ı prvńıch pár koeficient̊u

(oblast je třeba uhodnout z definičńıho oboru cotg , samotný rozvoj se řeš́ı
děleńım (jako u Taylora v reálném oboru))

(d) f(z) = z sin 1
z , z0 = 0, určete a−2 a a10

(e) f(z) = z sin 1
z , z0 =∞ určete a−2 a a10

8. Najděte Laurentovu řadu funkce f(z) = 1
z−a , a 6= 1 se středem bodě 1 a to na

všech možných oblastech.
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9. Necht’ 0 < r < R <∞. Najděte Laurentovy řady konverguj́ıćı na

(a) {z ∈ C; |z| < R}
(b) {z ∈ C; |z| > r}
(c) {z ∈ C; r < |z| < R}

10. Necht’ je funkce f hlomorfńı v mezikruž́ı P (0, r, R), r < R, pro kterou plat́ı

f(z) = f(−z), ∀z ∈ P (0, r, R).

Charakterizujte funkci f pomoćı koeficient̊u v jej́ım Laurentově rozvoji.
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