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Necht je w = f(z) komplexni funkee, jednoznaénd a spojita na kiivee I'. Potom integral

Priklad 4.1.4. Vypodté Rezdz, kd je horn{ pulkrufni .@ du 8 do bodu -3
z funkce f po kfivee [ je definovin takto: Fikla upoctete ,\d #dz, kde T je hornt pu 1ee 2 bodk oct

7 Refieni: Parametricka rovnice pilkruznice je z(t) = 3¢, t€ {0, m).
.\H». Jz)dz = N_ F(=(2)(8) dt. Potfebujeme vyjédiit Re z ale z této rovnice pilkruZnice to nejde, musime
pousit finy zépis: z(t) = 3{cost +j sint), € {0, 7).

O integralu funkce komplexni proménné plati fada vét analogicky k vitim o integrélu
redinych funke, zejména tyto: Potom Re z = 3cost, a dz=(—3sint+]j3cost) dt, a .\‘ﬁnn dz =
r

[r@+ s de= [r@e [ e _ \D_.wn%?u%t;.wnas o \H_.Tsm:._é a4 \mg@: i

\\ k-f(z)dz=k \. f(z) dz Nejdfiv spoéitame prvni integral pomoci substituce 1 = cost.
r r Pak du=—sinidt, apro t=0je u=1, pro t=wje u=—L
f(2¥dz= [ flz)dz+ [ flz)dz, sklédé-liseD z kiivek Iz a T, x -1 271 1
.\q Iy e = o 1o Dostaneme m\ Aloomnmga&n"m‘\ zm:ﬂoﬁ,_“_ Huﬁwlluuc.
Iy a My maji jeding spoleény bod 0 1 2], 2 2
z = - z) dz, znali-li T Ené orient ivku I’
.\d.x ) r /z) d2, znal 1 0pacnt orientovanon Krvid Pro vipofet druhého integrélu poufijeme vzorec : coslz = _.._.|..“w8wnmm
£ N L3 u, .4
P¥iklad 4.1.1. Vypodtéte integrdl \m&. kde T je tisecko z bodu -1 do bodu 3. ?SE.\ Swuﬂ&n\a:wa w&u\ m&+\ Swﬁ dt =
r o [ [} o
M x . n
Refeni:  Parametrické rovnice této tisecky je z(t) =t, ¢ € (~1,3). = E + Twﬁ_ = 5~ Dostali jsme, %o .\ Rezdz=0+97 = wa..
Z toho vyjadFime (1) =£ a dz =14t e o r =
\m%u \J& _ ﬂﬁ _9_ 0 a \\Or ¢ Piiklad 4.1.5. Vypodicte integrdl .\@: dz, kdeT je tisecka z bodu 0 do bodu 1+j.
T -1 2 -1 2 2 = .mm—v r
Refeni: Parametrické rovnice této tseSky je z(t) =t +t, t € {0,1).
Piiklad 4.1.2. Vypodtéte \ |z| dz, kde T je horni pilkruinice z bodu I do bodu -1. .
r Z toho Im z(t) =t a auuﬁ+:&m\‘m§.un—n"
r
Reenf: Parametrickd rovnice piilkruznice je 2(t) = &%, &€ (0,7). 1 . 1 o a1 et 11,
7 toho vyjadiime |z(t)| =1 a dz =jeit dt. ‘Ny u.ﬁ+:&ﬁ"h ﬂ&mn_.u,\c tdt = _Hm.ac+h _Hm“—oﬂum.nm.w._.
. . &t . .
- BT T g —i |Eo| = (A7 — T e =
\.”_N_ mnl\c.a._m_ dt=1 .\H.Am di=i T r T_ wa e —e ) s Piiklad 4.1.6. Vypoétéie \qﬁmnm.ﬁ kde T je oblouk parsboly z bodu O do bodu 1, Kery
cosT4jsinm—1=—-14+j-0—1=-2 :
oS Tl BT ! = ™ né parumetrickou ronici =(t) = £+ it%, t € (0, 1).
Piiklad 4.1.3. Vypoitete \ |z| Zdz, kde T je horni prilkruznice z bodu - do bodu 1. \N_O Releni: [: 2(f) =t+ji% t€{0,1), Rez(t)y=t a dz=(1+]j2t)dt
r 1 1 1 291 1
i #
_ ; _ : 24, | E =
TieSeni: Parametricks rovoice plllruZnice je z(t) = &%, t=m7—¢=0. .\ﬂﬁmamml\\a. 2~+w._a&_l\.c n&+m.d\.o tde = EL‘U.TM._ &Lol
7 toho vyjadiime |z{{}] T=e7* a dz=jei*dt. _1 + m_.

]
\_,_N_m%n.\.amé_.mﬁ&u_.\‘ 1dt=j iy =j{0-n)=dm.
x E
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A %

¢ Priklad 4.1.7. Vypodiéte \ﬁmn dz, kdeT je lomend &dra spojujics body 0, fal+]. @
r

Priklad 4.1.9. Vypoitéte integrily, kdyZ integracnd cesta je dand groficky

Refeni: Kfivka I se sklada ze dvon Gsefek 'y a ;.
I z{t)=t,t€(0,1), Rez(t)=1t a dz= dt. 9 o) .\_N_ zdz, kde T je:
Tp: z(fy=1+ijt t€ (0,1}, Rez{t)=1a dz=j dt. r

1 1 i
.\ﬁmunnu\ ﬁ&.:.\‘ H&Hﬁlﬁ +_E=1|+...
r a 0 2 i

Priklad 4.1.8. Vypodiéle .\_“_ Zdz, kdeT je b) \\_N_ zdz, kde T je
r T
a) kladné orientovdna krulnice |2| = 2 1
z ,
e ¢ = dz, kde T je
b) dand graficky /) r L _
) 1

Refeni: a) z(t) =26, tc(0,2n), l=(t)| () =2 2¢7 o dz=2j&*dt.

2% R . 21
\ |2] 2dz = .\ 4e73t0j It dt = 8] \ dt = 8 [t2" = 8j 27 = 16xi.
T a o _

d) -\_N_pau, kde T je: 1
b} K¥ivka se sklada ze tFi 8sti: [ =T U2 UT;. r
I: At)=¢ te,1), [z(t)|z)=t-t=# a dz= dt 3
1 A !
_N_M&n\ m&uz L
T 4] 3 a 3
= it s i — p—it — i it
) =¥, te{0,T), |2(t) Zt) =e* a dz=jetdt - . »
. % [ o ¢ [=dz kde U jecturthruinice: b
_N_m&n\ mJ.h.%&n_..\ dt=j [ = =i. r# 0 1
T2 o o 4
2
re o= Leri - i), ar= 204
Refenf: a)57i; b)—% o % i€ 1+{(vV2-1i
NFECE b&h& =L,

V2 NG) 310 1 Ve viech prikladech v této kapitole jsme integrovali funkee, které nejsou holomorfni na
lz| Zdz H|\. -] VIIC +iydt= |G —i1+1) ﬁ g =-3 C. Byly to funkce Rez,Tnz,|z|,Z, anebo funkce z nich slozené. Budeme-li chtit integro-
Ta ! 35 vat holomeorfn{ funkce, anebo funkce které jsou holomorfni aZ na koneény potet bodh v

€, nemusime k¥ivku parametrizovat, ale vyuZivime Cauchyovou vé&tu, Cauchyliv vzorec

.\_N_ Fdz = _N_MQN.T.\ |2 Zdz + _N_MQNHW+HH Iw" pfipadné reziduovou vétu.
r T T Ts i 4 3
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4.2 Cauchytv vzorec a Cauchyova véta

Cauchyova véta. Jesilize funkce f(z) je holomorfni v jednoduse souvislé oblasti v niZ
le#i kfivka I', potom hodnota integralu .\ f() dz nezdvis{ na tvaru kfivky T, pouze na
jejich krajngch bodech. V takovém pripade

[ feras = P - i),
kde z je poditedni a z; koncovy bod kiivky T, a pro funkei F(z) plati, #e F'{z) = f ().
Pro uzavienou kfivku I" v této oblasti plati, Ze .\ fliz)dz=

Cauchyiiv vzorec. Jestlize funkce f(z) je holomorfni v ._&soazmm souvislé oblasti © v
ni# lezi uzaviens kfivka T', potom plati

@ 4, 27} f{z), jestlife zo leZi uvnit T,
rz—= -

0, jestlife zpleZivné T.

Priklad 4.2.1. Vypodiéte ndsledufici integrily

a) .\ 2dz, kdeT:|z -3+ 5j| =1 je kladné orientovand krufnice
r

b) ‘\m« dz, kde[T je obvod obdélndka s wrcholy 21 = =1, 22 =1, 23 = 1+4j, 24 = -1+,
r

kladn€ erientovany

c} \\mwc. zdz, kdeT je libovolnd kivka spojujict body 0 a mj

v d) dz, T:|z+i|=1je kladn€ orientovand kruinice

\ P dz, kde I je trojihelnik spojujicd body 0,2] a3 +]

Refeni: a) 2? je holomorfni funkee na mnoZing C, a proto |\ 2dz=0
r
b) € je holomorfni funkee na mnoziné C, a proto .\ e* dr =
r

c) .h.m::?uu =-= _ncm.d 2% =j(cos(~7) —cos0) = j (-1~ 1) = =2.

-
&\MT_. dz=0 o \H,TE_. dz = 0.

n?r.&

ok ) o) .\ S ke T o dand powmicd || = 1, Hadnd orientouand

6L 7o [2
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Priklad 4.2.2. Vyufitim Cauchyho vzorce vypodtéte ndsledujict integraly

a}

1 dz, kdeTD:|z—1| =1 je Kadné orientovand kruinice
r*—

@ 5) .\ 242 + 2 dz, kde T je dand rovnict |2} = 3, kladné orientovand

c) .\ m_” dz, kdeT je dend rovnici |z + 1} = 2, klodné orientovand
r

N.‘ﬁ\ Ad) .\.oc“u dz, T:|z]=1 je kadné orientovand kruinice
r

2

— 2 dz, kdeT je dand rowmici |z +]| =1, kladné orientovand
r2 + 56— M.._ -

e)

Refienf: a) f{z) =e* je holomorfni funkee na mnoZiné C, a bod 2o =1 leZ
uvnitf kfivky I".

r e*

’ Dle Cauchyho vzorce .\ -1 dz =2mje.
rz— ==
NG,
b) V tomto pHipads f{z) =22 +2z+2 & 2 =2 leii uvnitf kivky T%

2
Podle Cauchyho vzorce .\. luuh.“...m|nw+.
A —

e 08 2 22
€ 4z =2 Ny, S _ % 4r=0.
&\H’. P dz = 2rj; &\ﬂ P dz =2nj; mv.\ﬂu.*.mlm._. z

P¥iklad 4.2.3. Vyufitim Cauchyho vzorce vypoctéte ndsledujici ntegraly

dz=2xj (4 +4+2) = 205).

——= _ kde[D:|z| =1 je kladné orientovand krufnice
Fee

kde T je dand rovnici |z - 1 —jl =2, kladné orientovand

dzx
o \lmixi el

|H
d) .\. +2z au_gnﬁu.m%:méeﬂ.&_n+m_urE:n:molmw&cen;m
z{z+2)

kde T je dand rovnici 2] = 3, kladné orientovand
2+ .
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1

Redeni: a) Funkee f(z) = Y

je& holomorfni na C — {0,2j, —2i}-

Bod z = 0 lezi uvnitf kiivky T, dalsi body,
ve kterfch funkce neni holomorfni le? mimo
kfivku. Proto funkei upravime takto:

1 _7a
1) = zZ(z2 44} oz
1
Funkee f{z) = 71d spolu s kfivkou ' a bodem z = 0 spliiuji pFedpoklady
k pouziti Cauchyho vzorce. MiZeme psit
dz 7 11,
\H_n?u+£ I\n z mnlwéMlm.
1 1

b) Funkee f(z) = i GINE=D je holomorfni na € — {j, i }-

Bod z =j le¥i uvnitf kiivky I, bod z; = —j leZ mimo kfivku.

dz u.ﬂ.._ 1
= dz=21—=7.
\1:; hz—y ooy TR

d= GG T, 22 4+22-1 ,
g \lmix‘i:u u\% o dz=—gh &) \H vy o
1 1
2+l (z+idz—1)
Body zp = j, a 2y = — le#i uvnitf kfivky ' a nemiifemne poudit Cauchylv
vzorec pto tuto funkei ani pe tipravé. Rozlo#ime funkei na parcidlni zlomky.

e) Funkce f{z)} =

je holomorfni na € — {j,—i}.

1 _A B
241 z4+i z-j
1=Alz—j)+Blz+j}) = buw_wﬂlw

Potom mame

.&. . .
dz uu.\‘ USRS PR PR
r22+1 2fpz+] 2fz-] 2

{Pouzili jsme Cauchyiiv vzorec na kaidy integral zvlst.)
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86 . Funkee komplexni proménné

zo € int ¢ ( vnitfn{ oblast kiivky ) plati Cauchylv integrdlni vzorec a
jeho zobecnéni

Fla) = 4 fl)dz (2] = n! §(2) dz

ride z-2zo 2ri Jo (z —z)t T

Tento zajimavy vysledek ukazuje, %e hodnoty holomorfni funkece uvnitf jednoduché
uzaviend kfivky jsou jednoznatné uréené hodnotami této funkce na hraniéni
kiivee.

V pfikladech 8.1 - 8.22 potitejte hodnoty integrdlii po danych orientovanych
kiivkich. Pro uzaviené kfivky se rozumf orientace kiivky vidy v kladném
smyslu; opatnd orientace by musela byt vislovné uvedena.

8.1. \a l2[* dz , kde C je orientovand uisecka, kterd mé pogstetni bod
zy =141 akoncovy bod z=-1-+3i.

TReSeni : Funkee neni holomorfni, takfe je tfeba provést piimy
vipotet. K tomu je tieba vyusivat metody analytické geometrie v
roving. Krajni body dané tisetky maji soufadnice [1,1], {—1,3] a urtuji
sméravy vektor (—2,2) . Parametrické rovnice orientované isetky dané
bodemn a smérovym vektorem maji tvar

x=1-2, y=1+2,tE<,1>.0dtud de =—-2dt, dy=24dt
a mitfeme dosadit do integrdlu

.\c_u_imu\o?m+%x%+ ESuh_ﬁlusu+ﬁ+m3u_.

(~2421)dt = 2(i—1) \:_GEJ dt=ai-1) {1+ w - % (i-1).

8.2. \QM dz ,kde ' je orientovand iseCka s pofdtetnim bodem # =1-1
a s koncovym bodem zp =241 .
3

Vysledek : Hodnota integrélu je 3 (1+2i).

1+ =2’
a s koncovym bodem 22 =1421 .

m & 8.3. .\o z kde € je orientovans isetka s poédtetnim bodem z; = i
e

\\ﬁ\ dobodu z=1+1.

8.Integrdl funkce komplexnf proménné 87

Redenf : Integrovans funkce neni holomorfni, takZe je tfeba provést
pHmy vypotet. Pro vyjidfeni dsetky s krajnimi body i0, 1], [1,2]
mizeme misto parametrickych rovnic pouZit explicitni rovaici
y=z+1,zE<0,1> adosadit
[ d: 0 do+ide u¢+:\_ b= _

c1+[7 Jo 1+22+{z+1)" o 2(z®+ 3+ 1)

1+i 43 2z + 11! ::am -3 Hv

= - = X2 laretg — — arctg—= | =
2 3 Tnonm 73 .—o 5 3 ar m,\w B.nwd\w.

_ L+ V3 L n Iﬂﬁ+3a\w

=72 ﬂ?aﬁm Eammvl %

8.4. .\ || dz , kde €' je orientovans tisetka s potdtetnim bodem v polatku
[
a s koncovym bodem z; =1+2i.
Vysledek : Po dosazeni explicitof rovnice otientované usecky ¥ = 2z,

9
£ €< 0,1> vyjde hodnota integrilu ..% (1+21).

1
o B.5. \ |2 dz , kde € je orientovang oblouk kiivky y = = , ktery
[#]
ﬁ odpovidd hodnotdm nezévisle proménné z €< 1,22 .
a

Resenf : Integrovand funkee neni holomorfni, tak?e je tfeba provést
pFimy vypotet

[V de= [ @+ e+ 1 ) - [+ e —i )=

_[# 2 .Tﬁf:lm
=y Tz 70 =) 6 T2

8.6. z{* dz , kde C je crientovany oblouk paraboly y = z? z podatku
N [e)

5 .
Vysledek : Hodnota integrdlu je W + R

8.7, .\ |z+1—if? dz, kde kfivka C je déns graficky na obr. 14 a.
[o]

Rtefenf : Integrovans funkee neni holomorfni, takze je tfeba provést
piimy vypotet. Pro body na dané polokruZnici { r = 1) pouzijeme
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1 2
Vypoéet je potom jednoduchy ‘\.Qup dz = .\, 2% dr = 3

tomto pripads exponencidlni tvar z=reft | T=re’t, dz = irel,
kde r=1 a8 t €< —3,% > . Takie

3 =1
1 . it &.u 2 . . . Je moZné také vyuZit Nzﬁwmﬁ.— primitivni funkcee, ktera je stejné jako
\Qm mu".\wﬂ. _ML» Hw.\‘uﬂ.mﬁn&."w ﬂmu.;”_wuumilmli =0. v redlném obore F(z) =5 - . L s
H z : _ Potom \Qm dz=F() = F(-1) =3~ {~3) =3
8.9. [;|2f? dz , kde kiivka € je déna graficky na obr. 14 b.
. . . . § « 8.14. .%o.humu‘rao ¢ je obvod obdélniku s vicholy =141, z=2i,
Refeni: PHmy vypotet je tieba rozdelit na tfi &dsti zz=-2, z=-1-1.
1 5 1 2 fiedenf : Integrovans funkee je holomorfni v celé Gaussové roving.
20 — 2 P R T . 20, : .
\Q_n_%l.ﬁa Aa+~\= € &I-he%lm?ls. ) Proto integrél po uzaviené kfivee je roven nule  ovéite vipoétem ).
8.10. \ M dz , kde kiivka C je déna graficky na obr. 14 c. \ e« 8.15. qmu dz , kde C' je orientovany oblouk paraboly s potéteénim bodem
¢z A z1=1+1 askoncovym bodem 2z =2+4i.
Vysledek : Hodnota integrélu je 4 Riefeni : Integrovand funkce je holomorfnf v celé Gaussové rovind.
3 MiiZeme vyuzit znalosti primitivni funkee ( F{z) = * ), takZe ‘\Q e dz =
8.11. \‘ % dz , kde kfivka C je dina graficky na obr. 14 d. =¥ g = ¢? (cosd + isind) —efcos1+ isinl) = —6,2985 -
“ —7,8794 i.
Refen : Piimy vypotet je tfeba rozdélit na tii Cdsti @ v 8.16. \a & dz  kde C je orientovang oblouk elipsy 22 + 4y? = 4
s pocatetnim bodem z =—1 as koncovym bodem 2z =1 .

1 = S e
\m%u\a%f.\ nl:m;&..\ (z~iz)(L+ 1) dr= o .
c 0 0 0 Vysledek : Hodnota integrlu je 2isinl = 1,682942 i .

- 8.17. .\@%

Reseni: Funkee neni holomorfni v boda 2o = 0 € int( , takde
nejsou spinény podminky Cauchyovy véty. Z exponencidlnfho vyjédient

1 .7 1 =i
Hm+~MImMH|p.. ,kde € je krugnice |z[=1 ( kladn orientovand ).

@

m a 8.12. &mw.m zdz , kde € je kladné orientovand krugnice |zl =1 .

B o= - . P .y 1. w3 it

mbmm. ni: .Mm tteba provést pfimy ﬁﬂcnar nejlépe z parametrickjch dostaneme z=relt, dz=ire' a \\ m|n = E = 2ri.

rovmic kirufnice £ =rcost, y=rsint, t&<0,2r > ¢ z = relf

\ Rezdz= .\ z{dz+ idy) = _.u..\saﬁl costsint + i cos® t)df = imr. Pozndmka : K funkei f:w =1 existuje primitivai funkee ( Ln z), ale vzhle-
=} [ (]

dem k jeif mnohoznaénosti by bylo iieba chipat C jako kfivku

. na piislusné Riemannove plofe. Ukazuje se, Ze takto chédpana
8.13. \Q 2% dz , kde C je oblouk paraboly y =1 - z* 5 potdtetnim kfivka neni uzaviens. Témito problémy se ddle nebudetne zabyvat.
m\\h bodem z; = —1 as koncovym bodem 2z =1. .
- dz . A PR .
“ Refeni : Integrovani funkee je holomorfni v celé Gaussové roving, s 8.18. oz kde C je lomena Eara z =1 { potitetnibod ), 22 =1,

takde miZeme tvar kfivky libovolné zménit { napf. na dsetlkn ¥y =0 ). 23 = —2, z4=—2i , =2+ 21 ( koneovy bod ).
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Navad : Podle modifikace Cauchyovy véty miZete kiivku €' nahradit
napf. kruZnici |zf=1 a tisetkouz bodu 1 do bodu 2+ 2i .

3
Vysledek : Hodnota integrdlu je 3 In2+ Mm +2xi .

819. ¢ 2. kde C je krugnice Enw.

cz—1

Vysledek : V tomto pfipadé jsou splnény podminky Cauchyovy véty,
tak3e hodnota integrélu je rovna nule.

8.20. § £ ke C je kruinice |z—i|= 1.
cz—1i 2
Resent : Protoge integrovand funkee nenf holomorfnf v bodé zp =1,
kter{ le# we vmitini oblasti kfivky C , provedeme pifmy vypoCet.
Nejvhodnéji je komplexni &islo z— i vyjadfit v exponencidlnim tvaru
z—i=|a—i| e, te<—m, 7>
1

Podosazeni |z —i|=1 a dz=1i1e'dt vyjde

.*nw&luw Hh m Mﬂ&ﬂ m.\.ua&umi .

Dany integrdl miizeme chdpat také jako zvidstn{ piipad Canchyova in-
tegrilniho vzorce pro funkei f(z) = 1 ( viz pf. 8.23 a dal&{ ).
dz

8.21. ——3, k j Zni il=1.
A wacl de C jekruZnice [z +1+i|=1

ReSeni : V exponencidlnim tvaru dostaneme

dz w i elt dt T it ie )"
= - =i —ait di = =0.
m\.@+w+ ip .\ua etit H\lam -2i j_, 0

® 8.22, %?ué._ dz, neZ,kde C jekruinice |z—z| =7, r € R* .

Reseni : Jde o zobecnéni piedchézejicich piikladh { viimnéme si, Ze
vysledek nezéleZ{ na velikosti poloméru ).
Pro n >0 je integrovand funkce holomorfnf v celé Gaussové roviné a

@

92 Funkee komplexni proménné

podle Cauchyovy véty je integrdl po uzaviené kfivee roven nule.
Pro n < —1 se postupuje podobné jako v pi. 8.21

.\.@l z) dzei | et dr= il 0.
(o] - ..&+._. —x

Pro n=—1 se postupuje podobné jako v pf. 8.20
[lmsrtaem [t am i
C -

Je tfeba zdiiraznit, Ze mezi véemi integraly tohoto daného typu vychizi
nenulovi hodnota pouze pro n=-1.

V piikladech 8.23 - 8.42 vyudijte k vypottu integrali Cauchylv integrdlni
vzorec nebo jeho zobecngni. Piitom je podstatné vady ovéit podminky plat-
nosti téchto vzorcl. Kfivky jsou zaddvény jako kruznice; jiné uzaviené kfivky
by bylo mozné podle modifikace Cauchyovy véty nahradit vhodnjmi kruZnicemi.
Vaechtty dané kruznice jsou chapany jako kladné orientované.

et dz
cz—1
Tedeni : V Cauchyové integrilnim vzorci zvolime f(z) = ¢* a
zp = 1. Funkee f{2) = ¢* je holomorfni v celé Gaussové roving a
25 = 1 leZi ve vnitini oblasti dané kivky C . Z Cauchyova integralniho
vzorce dostaneme

8.23. , kde kiivka ¢ je danarovnicl |z —1=1.

1 & dz e dz .
_,E|%.ﬂm5|~ uvaNLimﬁm.

2
8.24, vw Fh2 432 dz , kde kiivka € je ddna rovnic{ |2|=3.
c =42

Vysledek : Hodnota integralu je 4wi .
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@ p 8.25. ) ManH dz , kde kiivka C' Je déna rovoicl |z+ 1+ ij=2. i fieseni: Jetieba volit zp=1 & provést tptavy
Regeni : V Cauchyové integralnim vzorci zvolime  f {z) = cosz 2 dz _ w.,. f . _F T
2y = 1 . Funkee flz) = cosz e holomorfnl v celé Caussove roving, ) .*Q (=2 + Niz+1* ~Je T+ )i +1)? 2i 2
ale je tfeba zjistit, zdabod zo=1 leiive vnitini oblasti kivky c.
V tomto piipadé neleZi, protoke _§+H+.__H_._+H+.._H)\me. = dz .
Hodnota integralu je proto rovna nule. 8.30. A .Muumﬂm , kde kiivka ¢ je ddna rovnicl |2+ 2i|=2.
vysledek : Hodnota integralu je 2r(1 = 1.

8.26. nmomn_ %“Emm.:wmoumg@f%aaEuw.
Vysledek : Hodnota integrélu je amicosi = 2ricoshl = 9,693 i .

o831 § SD22 g, e kv O o dina roviict 1] =1.
o z

fiefenf : Funkee f(z) =sin2z j¢ holomorfnf v celé Gaussové Tovingé

a bod zo=0 leZ uvnité dané kruzuice. Podle zobecnéni Canchyova

1 8.27. = , kde kvl C Je déna rovoici |z =1.
M m  ZC08%
ftegent : Zvolime funkel flz)= m%.nm a zy=0 . Funkee f(z) neni integralniho vzorce (n=1) vyide
holomorfni pouze pro #x = (2k + SH L keZ. Protoze pro viechna % mnlnwm dz = 2ri f{0) = 2mi 2cosl = 4wl .
L Z je \ml > 1, splinje fukee fl2) m&ag Cauchyova ¢ *
integrdlniho . Hodnota i ilu j i =2ri .
integrélntho vzorce. Hodnota integrélu Je. 371555 i . , 3.32. _gdr_ aeigivke O e dhnarovaid 42 =2,
nunN‘ nhu.w+.5ﬁu+5
8.28. ‘* ..%Wl , kde kiivia C je déna rovnici |z —1+ il=2. ftefenf : Zvolime bod =z = —1; ktery lezi uvmit? dané krugnice.
ceftl Funkee
Reseni : Nejprve rozlozime jmenovatel integrované funkoe na soucin. ) . «( 12 .
Aby bylo moiné pouit Cauchyilv integraini vzorec, je tieba volit bod J) = £ , ﬁ filz) = mlhl.,%lllwmlml u
2 tak, aby lezel ve vnitini oblasti kivky C apodle Sﬂo zvolit vhodné 2 +1 (22 +1)
, takie mé pouze dva singnidrni body 21 = i,m="1, \cteré nelezi uvnitf
dané kruznice. Jsou tedy spinény podminky pro wFit{ zobecnténého

adé 2p=—1 2 .mﬁwvﬂulm

funked f(z) -V tomto pHp
Clauchyava integralnfho vzorce

dz Az 1
%4‘“%“.&&‘1“% =l pi——r = "7
c2?+1 Qﬁnl_ﬂu+5 cz+i —i-i iy e w.:.—
|I.|ml|W||..H il dy = 27 =1} = — -
.%Q ﬁum.fshu+5m %n (z+ 1) 2 =21 S e
d . 8.33. m@mm dz . kde kiivia C' je déna rovnict l2=2.
\de kiivka € je dépa rovnicf lz—1-2i[ =2 Se ol(z-1)
Vysledek : Hodnota. integrélu je wioomalmmnb.__ ~ -1,8923 i .

—_—
1

s 8.29. ?
) Fa D+
@)
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8.34. _ edz yaokgvke C jeddnarovnied [z i|=2
nr.m...mu.fm%. ’
feseni: Jmenovatel ma kofeny 21 = i, =l Zwolime
20 =7 § le3l uvnitt Jdané lruznice } a funkel ’
& " elz—a - 2)
= LN LA
1= oay (ro-2E25)
Podle zobecnéného Cauchyova integréiniho vzorce
et dz ) Ce(m—n=2)
——e———— = ! =92 s ——=
mu (Z+ 22+ 2 2if'(z) =2 TG, P
= |mm l{cos 14 cos1) + i(cos 1 sin1)] = ~0,7985 +0, 1745 .
sinz . . oas - .
B v 8.35. qlﬂnlmn__&mwmé_& ¢ je ddna rovoicl lz—i[=2-
HQ( Reseni: Pro holomerfni funkei f(y=smzazi= ) wvnitt dané kiivky
je moiné poudit zobecnini Cauchyova integralniho veorce 8 vyjde

sinz , _ %% _ —wi
.‘“ A 1= =3
8.36 zdz r@mwm<wm0..mamﬁwa<u._nm_ +i]=2
A PP PR VCR ] =S
Hodnota Integr

s je i (267 )en =2met i .

Visledek :
8.37. e 2 e yrivka C je déna rovoich le—2+il=2.
\P ) o 21—z
ﬂ‘mwm.ww Bod z = 1lezi ve vnitini
€ peni holomorini pouze pro 2=

=%
Eovo;wi zobecnéného Cauchyova integrdlniho vzorce

(n=2)

mn&“ m.:.—:l .
*Q Z(1 — 2P T frQy=-met-
lz+1+il=1.

z+1 " i -
@ 8.38. U*.m Y 3 dz , kde Kfivka ¢ je déna roviicl
né funkee lezl ve vnejst oblasti

Jediny singulédrni bod integroval

Inti Cauchyova vEta a integral je roven nule.

Redeni :
kiivky C , takie p

oblosti dané kiivky » funkee f (2)=
0. Jsou tedy spinény podminky

(&)

@

. 839 § T

Funkee komplexni proménné

96

241 4 aekivia C jedine sovict 2415 =2

Tteseni : Bod 20 = _ 7 lezi uvnitf kiivky ¢ afunkee flz2) =2+ 1
. je holomorfni ¥ celé Caussové roving. Ale f'(2)=0, takze hodnota

integrilu je rovo2 nula.

cOs 7
.40. de kii C jed
8.40 n?l.émmn.w e kiivka C )€

4na rovnici Jz— 1l =1-

Vysledek : Hodnota integrélu je —i meoshl.

2 —
aal, § 21 ar, xdeldivia C o déoa rovnicd

e (z+2)
Vysledek : Hodnota integrilu

HNN .
» 842 q?l&a?‘is pro neN a
rovnici __N_uﬂ,__n_AﬂAE.

lz+1]=2-

je rovns nule.
lot < 18l . kde kiivka C je déna

ftesent : Za danych podminek miZeme pouiit pro funkei  f{z) =
= ! b zobeenéni Cauchyova integralniho vzorce pro 1= 1
Jrtzy = (-1 iz ="

% dz _ Y LU 2ri
o (7 — ay{z — b) T T {e-b" b—or

kterd je holomorfni ¥ ablasti

R e R afunke (=),
stiedni hodpoté ve tvar

g.43. Pro a €C,
te pro 7 < R vétuo

1z —al < R, dokaZ
L flatr ™) dt = f(o) -

2r Jo
Reseni: Potitejme integrél mqa ?M 7) 4  kde kfivka € je krugnice
fle + 2) je holomorfni v oblasti |z} < R
1

ld=r. r < R . Funkee
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apro bed 2z =10 a pro tuto kruZnici miiZeme poudit Cauchylv
integralni vzorec. Potom z rovnice kruZnice z=1 eit dz=ire'tdt
dosadime do integralu

maw% H&n.ﬁ?..w Nvmu _ ‘\‘na flatrelfiretdt Fatret)dz,

0 welt o
7, této rovnosti je jiz snadno vidét poZadovany visledek.

8.44. Pro a,+a;i €C, RER apro funkei u(z,y) , kterd je harmonické

v ablasti (z —ay)®+ (y— ae)* < R? , doknite, Ze pro libovolné » < R

plati
1 2 ,
ﬂ\h ufay + reost, a +rsint) dt =ular, 02) -
flegeni: K harmonické funkci u(z,y) lze v dané oblasti najit sdruzené
harmonické funkee v(z,¥) 4 ¢ a utvofit holomorfnf funkee fl2) =
= ufz,y) + iv(zy) +ic, cER. Pro libovolnou z téchto funkei
pouzijeme vysledek pfedchizejictho ptikladu, kde a,+ iy =a€Cl a
parametrické vyjidieni kruZnice vezmeme ve tvatu
z=a +reos t, y=azt+rsint, t €< 0,2z > .
7, rovnosti pro komplexni vyrazy plyne také rovnost pro realné &dsti, a
to je pravé pozadovand rovnost.

8.45. Dokagte, Ze absolutni hodnota nekonstantni funkce komplexn{ proménné

{ f(z)), kterd je holomorfnf v oblasti ‘D , nemiiZe nabyvat maximalni
hodnety v Zddném vnitinim bodg oblasti D .

Fioteni : Pro kaZdy vnitini bod o € D musf existovat kruhové okoli
s polomfrem R < 1, v némZ je funkce f(z) holomorfni. Podle pf.
8.43 plati

2% .
:&uwo flatretydt, r<R<l.

98 Funkee komplexni proménné

Pouzijeme obecny visledek 2 integrélntho poétu :

Absolutni hodnota integralu z komplexni funkce po Liivee je mend nebo
rovna soudinu délky kfivky a maxima 2 absolutni hodnoty integrované
funkce. ‘

Tak3e pro absclutni hodnotu funkee dostaneme

@ = | [ farr e ] < 5 [\ et <

<TT MMM,
2

kde M je maximalnf hodnota funkee |f(2)} na kruznici |z—a| =T.
Ke ka#dé hodnoté |f{a)| lze tedy pajft v oblasti P vétd hodnotu.

8.46. DokaZte, Ze nekonstantni funkce u(z,y) , kierd je harmonické
v oblagti D , nemiZe nabyvat extrémn{ hodnoty v Zddném vnitinim
bodé této oblasti D . :

Navod : Tvrzenl je zaloZeno na vysledku pt. 8.44 a dokaze se podobng
jako v pfedchizejicim piikladu.
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Prvai integral je 3daného typu (3.9) pro f(2) = 2/(z%— 1) a zg = j; druhy s touté? funkei,
ale pro zp = —j. Zivérem

Uloha: Pomoci Véty 3.6 — Princip maxima modulu — odvodte jeji protéjéek pro mini-
mum, tzv. Princip minima modula:

Je-li f holomorfni, nekonstantnf o nenulovd na oblasti D, pak |f| nenabifvd svého
minima v Zddném bodé z € I). :

Refeni: Protoze f(2) # 0 pro viechna z € D, je funkee

1
alz) = e

holomorfni a nekonstantni na D. Podle Vity 3.6 |g| nenabyvé v Zidné bodé z € D svého
maxima. Jinymi slovy, |f| nenabyva svého minima na D.

Stejné jako Disledek 3.2 Principu maxims modulu, ma i Princip minima modulu po-
dobny distedek, viz cvideni 12,

1. Vypodtéte integrdly podél zadanych kiivek.

(a) JoRe(z), € = {z € C| |z — 30| = r}, kladn& orientovand;

() Jl2l, © je iisedka 10,2 — [;

() Jol2lz, C={z €C||z] =1, Im(2) 2 0} U [-1,1], kladn& orientovani;

(d) fo £, f je hiavni hodnota logaritmu, & = {z € €| |z| = r}, kladn& orientovand;

(e) .__.len. C={t+2jt|tel,00)}

() fo 2. C je naobr.3.5

{g) Jolz—0)?%, C = {t+}t? | t € (—1,1)}. Zjistite hodnotu integralu jednak ptimjm
vjpofiem a jedunak integraci podél dsedcy (—1 + j,1+ ] a aplikaci Cauchyovy
vity,

Im

N

-2 I.H 1 2 Re

QObr. 3.5.

!
C tegralu
e \ 1
2249
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. 2. Pro kterd 5 € C plati

1 1
, @ \ sin(tz)dt =0,  (b) \ 26t de = 25,
22

0

zp € C. Zjistdte, jakych moingch hodnot miize nabjvat integrdl

\‘?1«&:
c

v zévislosti na 1 € Z a poloze bodu z viiti kivce C.

AD
C\ 3. Necht C je jednoduché uzaviens kladn# orientovand Idivka neprochézejici bodem

4. Necht C je uzaviend jeduoduchs kladn# orientovand kiivka. Vypoitéte hodnoty in-

c
v pEipad8, e
~ (a) bod 3j je uvnitf a hod —3j vn2 C;
* (b) bod —3j je uvnitf a bod 3j vné C;
(c) oba body 3j a 3] leZi vn& C;
(d) oba body 3j & —3j lezi uvnitf C.
+ B. Necht P{z) je polynom
P}y ={z—2)--(z— ),

kde z1,...,% jsou navzajem riznd &sls. Necht C je uzaviend jednoduchs kiivia
kladné orientovans neprochazejici #idnjm z bodii z1, . . . , 2. Jaky je maximila{ po-
&et riznych hodnot integralu
1
‘\ P(2)
bt

v zavislosti na poloze kiiviy C viifi bodiim 2y,..., 2,7

6. Nechi C je uzaviend jednoduch4 a kladné orientovand kiivka neprochazeiici body
+ja, e > 0. Zjistéte viechny hodnoty integrilu :

o
.\» 22 +a?

o

v zévislosti na kitvee O
1
7. Necht f(z) = \

-1

1
t—z

dt pro z € C\ [-1,1].
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65 KAPITOLA 3. INTEGRALNI REPREZENTACE HOLOMORFNI FUNKCE
* {a) Je Re f omezend funkee na C\ {-1,1]? potadi integrace v [ h_ mmﬁ funkce f je f(z) = Ing25}; 8. Punkee f je omezend
¢ (b) Je Im f omezené funkce na C \ [-1,1]7 ua C, niijte Vétu 3.4; 9. (a) f =10, (b) f je polynom stupné &  11. (a) minimum je
e f hol fui pa C . v bod# z = 0, maximum v bod& z = —1, (b) minimum je v bodech 0, &, EWMWEE- v
1 {c) Je f holomorfui na €\ [-1,1]7 bodech £x/2+j; 12, Protoze |f| je spojité na omezené uzaviené mnoZiné I, nabjvé
{d)* Existuje lim,_.o, zf(2)? na ni svého minims. Je-ii f 0 na [ a nekonstantn{, pak nenabjvi minima na D. Odtud
(e)*Spodtite [, f pfes uzavienou jednoduchou a kladng orientovancu Liivku € plyne, 7 minima se nabjvd na D\ D = 8D; 13. Z Dissledku 3.2 a cviteni 12 plyne, Ze
majici ve svém vnitiku dsedku [-1,1]. nema-li f kofen v U(0;1), pak ke | f| = 1 na U{0; 1). Cvifent 13 (b) v Kapitole 2 déva, Ze
pak f =konst,
8. Necht f je holomorfni na C takova, Ze existuje e > 0 s vlastnosti
@ £ = fla++ o) = £(z +ia)

pro viechna = € C. UkaZte, #¢ f musi bjt nutné konstantni.
. 9. Nalezn&te viechny funkce f holomorfaf na C takové, e
d\m Wv {a) f ma omezenon primitivai funkei;
) (b) f mé omezenou derivaci %) Fadu k= 0.

10. UkaZte piimo bez uziti Vity 3.6, Je funkee |e*| nab§vé svého maxima na hranici
omezené oblasti D.

11. Vypoététe minima a maxima absolutnich hodnot nasledujicich funkci

Y

(a) flz) =22 —znaD={zeC||2 <1}
(b} fz)=sinzna D= {z€C||Rez| <, [Im2| < 1}.

12. Z Principu minima modulu vyvodte jeho ndsledujici verzi:

Necht f je holomorfad v omezené oblasti I spojitd na uzdvéru D. Pak bud
f(z) = 0 pro n&jaké z € D nebo |f| nabfva své minimum ne hranid 0.

3¢ 13. Necht f je holomorfni a nekonstantni na oblasti I7(®; 1) & spojitd na I7(0;1). Nechi
|F(z)] = L pro |z| = 1. Ukaite, Ze pak f musi mit kofen v I7{0; 1}.

Visledky.

1.(a) mir?, (b) VB(L—i/2), (€) =i, (d) —2jr, (e) —1—2i, (f) 4/3, () 2/3; 2.(a) z = 2km,
EEZ (b)z=(2k+Dm z2=2kx—jln 5L 2= 2k +)r - B keZ; 31.0pro
ns—1,25 pron=—lazuvitt C,0pron# —laz vod &5 4. (a) 7/3, (b) —=/3,
(©0,(d)0; 52—1pon>laZpron=1 & 212 pro Fja uvmiti C, 0 pro
+ja vn& C, L6/ pro ja uvnitf 2 —ja v C, —Ze* pro —ja uvaitt 8 je vo& & 7. (a)
neomezens, {b) omezena, (¢) z Cauchy-Riemannovich podminek plyne, Ze f je holomortni,
(d} existuje a je rovna 2, vyuijte toho, ze |sf(2) + 2| = _h.,l__ %&__ {e) —4xj, zam&iite
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