5. cviceni
http://www.karlin.mff.cuni.cz/~kuncova/
kytaristka@gmail.com

Teorie

Definice 1 (Kfivkovy integral komplexni funkce). Integral fC z) dz komplexni funkce
f po kiivce C se definuje jako kiivkovy integral 2. druhu z komplexmho pole (f,if) po
kiivce C, tedy

/ f(z)dz = / (fi(z,y)dz — fa(w,y)dy) + /(f2($ y)dz + fi(x,y)dy).

Je-li C orientovana hladké kiivka parametrizovand funkei ® = (¢,v) : [a,b] = G
majici spojitou derivaci, lze psat

[100a:= [ e + w060 + i o
Véta 2 (Vlastnosti integrau). Necht f a g jsou komplexni funkce definované na pifslusnych
kiivkach. Nésledujici plati, mé-li prava strana smysl:
o Joof(z)+ Byl )dZ—afc dz+ﬁfcg
* Jo o, f()dz= [ f(2)dz+ [, f(2)dz
o [—Cf(z)dz=— [, f(z)dz

Véta 3. Necht funkce f md na jednoduSe souvislé oblasti G spojité parcidlni
derivace. Pak je ekvivalentni:

1. f je holomorfni na G,
2. integraly z f po kfivkach lezicich v G nezavisi na cesté,
3. kazdy integral z f po jednoduché uzaviené kiivce v G je nulovy.

Disledek 4. Necht f je holomorfni na jednoduse souvislé oteviené mnoziné G a m4
na G spojité parcidlni derivace. Je-li C kiivka v G s pocateénim bodem P a koncovym
bodem (), pak

|04z =F@-F()
kde F je primitivni funkce k f.

Véta 5 (Cauchy-Goursat). Necht f je holomorfni na po &astech hladké Jordanoveé
kiivce C' a na jejim vnitiku. Potom je

/C F()dz =



Véta 6 (Cauchyuv vzorec). Necht C je hladkd Jordanova kiivka a f je holomorfni
uvniti C a na C. Potom pro kazdy bod w ve vnittku C' plati

fw) = o [ T2

21 Jo z—w

Dusledek 7. Holomorfni funkce v oteviené mnoziné G méa v G derivace vsech radu a

plati
YR f(2)
Fr(w) = 2mi /C (z —w)ntl dz,

kde C' je po ¢astech hladka Jordanova kiivka lezici i s vnitikem v G.
Véta 8 (Liouville). Kazda omezend celistva funkce je konstantni.

Véta 9. Je-li f holomorfni na |z — w| < r, pak

|
£ )] < = max{|f(=) ]z — w] =7}

Véta 10 (Princip maxima modulu). Necht f je holomorfni na omezené oblasti D a
spojitd na uzavéru D. Pak f nabyva svého maxima vzdy na hranici 0D. Neboli

<
f(2)] < max [f(w)].
Fakt:
|sin z| = \/sin2 x + sinh 2y
Priklady

Neni-li fe¢eno jinak, jsou uzaviené kiivky orientovany kladné. Kiivka mezi body a a b
zacind v bodé a a konéi v bodeé b.

1. Spoctéte integral [ f(z)dz

(a)
(b)

z) = ¥z, C je tsecka z bodu 0 do bodu 1 +1

f(
f(2) = Rz, C je oblouk paraboly z bodu 0 do bodu 1, s parametrickou rovnici
2(t) =t + zt2 t €10,1].

(¢) f(2) =|z|% C je oblouk kiivky y = 2, z po¢atku do bodu 1 + i.

(d) f(z) = ZZ,CJe\Z—Z\—*

(e) f(z) = e*, C jeoblouk elipsy #2+4y? = 4 s po¢ateénim bodem —i a koncovym
bodem i.

(f) f(z) = 22, C je oblouk paraboly y = 1 — 22 s pociteénim bodem —1 a
koncovym bodem 1.



Figure 1: Hyperbolické funkce



Priklad 4.1.9. Vypodiéte integrdly, kdyZ integracni cesta je dand graficky

a) /|z|§dz.. kde T je:
T

i
b) /|z|zdz1 kde T je:
T
i

¢ ~dz, kde T je:

d) /|z|ﬂ dz, kde T je: i) 1
T

e fEdz., kde T je éturtkruinice: ﬁ
1—-2 I




(g) f(z) = 22, C je obvod obdélnika s vrcholy 1+ 14, 2i, —2 a —1 — .
(h) f(z) =Rz, C je lomena ¢ara spojujici body 0, 1 a 1 + 4.
(i) f(2) =e?, C je oblouk paraboly mezi body 1+ i a 2 + 4i.
(G) f(z)= %, C' je lomend ¢dra mezi body 1, i, —2, —2i, 2 + 2i.
2.
3. Cauchyho Véta - Spoctéte integral fC f(z)dz
(a) f(2)=2% Cje|z—3+5i=1.
(b) f(z) =siniz, C je libovolna kiivka spojujici body 0 a mi.
(c) f(z) = C’ je obvod obdélnika s vrcholy —1, 1, 1 +4, —1 + 4.
(@) f(z) = £, Ce | +i] = L

4. Cauchyuv vzorec - Spoctéte integrél [, f(z)dz

(a) f(Z)ZM Cje |2| = 3. ) f(z) = QH,oJe |z —i| = 1.
(b) £(2) = sy Cle |2l = 1. (&) f(z) = <5, Cle | —1] = L.
(c) f(z) =22 Cje 2| = 1. () f(z) =2 Clelz+1+i =2

5. Cauchyuv zobecnény vzorec - Spoctéte integrél [, f(z)dz

(a) f(z) = 32, Cje |2 =1 (©) J(2) = %55, C e o] = 2,
(b) f(2) = e Cle lz—2+il =2 (d) f(z) = %2, Cje |z —i| = 2.

6. Integraly bez navodu

(a) f(z) = |z|2 C' je oblouk kiivky y = 1/z, x € [1,2].

(b) f(2) = 7oz Cle 2] =1

(c) f(z) = (Z+2)3, Cielz+2+1i] =2

(d) f(z) = Z+2i, C' je trojuhelnik spojujici body 0, 2¢ a 3 + 1.
(e) f(z) = ﬁ, C je usectka mezi body i a 1 + 2i.

(f) f(2) = =i, Cje |z| = 3.

(2) f(z) =Rz, Cielz| =7 r>0.

(h) f(z):m,(}’je |z + 2| = 2.

(1) f(2) = e Cle lz —1-2i| = 2.

() f(2) =3, Cje 2] = 1.

(k) f(z) = (Z+2)3, Cijelz+1+1i =1

7. Necht C je jednoduché uzaviend kladné orientovand kiivka. Spoctéte integral
Jo ﬁ dz, jestlize



10.

11.

12.

13.

14.

15.

(a) bod 3i je uvniti a bod —3i vné kiivky C

kiivky C (c) oba body jsou vné C

(b) bod —3i je uvniti a bod 3i vné (d) oba body jsou uvnitt C'

. Spoctéte integrél [, (z — 20)" dz, n € Z, kde C' je kruznice |z — z| =7, 7 > 0.

. Necht P(z) je polynom

P(z)=(z—2z1)(z—22) - (2 — zn),

kde z; jsou navzajem riznd komplexni ¢isla. Necht C je uzaviend jednoduchd a
kladné orientovand kiivka neprochézejici zadnym z bodu z;, ¢ = 1,...n. Jaky je
maximalni pocet ruznych hodnot integralu

L7

v zévislosti na poloze kiivky C' vuéi bodum zq, ... 2,7

Necht f je holomorfni na C takové, Ze existuje a > 0, a € R s vlastnosti
f(z) = f(z+a) = f(z +1ia), vz e C.
Ukazte, ze f uz je konstantni.

Najdéte maxima a minima absolutni hodnoty funkce

(a) f(z2)=22—2zna D= {z€eC;|z| <1},
(b) f(2) =sinzna D ={z € C,|Rz| <,|Jz| < 1}.

Necht C je jednoduché uzaviena kladné orientovand kiivka neprochédzejici bodem
zp. Spoctéte integral fc(z —20)"dz, n € Z, zp € C v zavislosti na n poloze bodu
zp vudi kiivee C.

Ukazte, ze jestlize je f holomorfni na C a

(a) f ma omezenou primitivni funkci, tak uz f = 0.

(b) f mé omezenou derivaci f¥) fadu k > 0, tak je f polynom stupné k.

Spoctéte integral fc (Z_a)d% pron € N, |a| < |b|, kde C' je dédno rovnici |z| = r,
la| < r < b].

Pro kterd z € C plati

1
/ sin(tz)dt = 07
0



