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Teorie

Definice 1. Necht je komplexni funkce f komplexni proménné definovédna v okoli bodu
w. Jestlize existuje limita
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nazyva se jeji hodnota derivaci funkce f v bodé w a znaci se f'(w). Funkce je holomorfni
na oteviené mnoziné, jestlize ma derivaci v kazdém bodé této mnoziny.

Véta 2. Plati vzorce pro derivaci souctu, soucinu, podilu, slozené funkce a inverzni
funkce.

Soucet a soucin holomorfnich je holomorfni. Pro podil taktéz, pokud jmenovatel
nemd na G nulové hodnoty.

Véta 3. Mé-li f spojité parcialni derivace v okoli bodu w a jsou splnény Cauchy-
Riemannovy podminky
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ma f bodé w derivaci tvaru % + i%.
Véta 4. e Polynomy, exponencialni funkce, trigonometrické funkce jsou holomorfni
na C.

e Raciondlni funkce jsou holomorfni na svém defini¢énim oboru.

e Vétve funkei logaritmus a odmocniny jsou holomorfni uvniti svého defini¢niho
oboru.

e Redlnd funkce na oteviené podmnoziné roviny je holomorfni, pravé kdyz je kon-
stantni.

Definice 5. Redlnd funkce f(x,y) dvou proménnych definovand na oteviené mnoziné
G se nazyva harmonickd, jestlize ma na G spojité parcidlni derivace 2. fadu a v
kazdém bodé G plati:
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Definice 6. Necht f je holomorfni na mnoziné G, kterd m4a na G spojité 2. parcidlni
derivace. Pak obé jeji slozky jsou harmonické na G. (Véta plati dokonce bez predpokladu
existence parcidlnich derivaci.)

Definice 7. Necht f je harmonické realnd funkce dvou proménnych na jednoduse
souvislé oteviené mnoziné G. Pak existuji az na konstanty jediné redlné funkce g, h
dvou proménnych tak, ze funkce f +ig a h + if jsou holomorfni v G.
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7 definice vypocitejte derivaci v bodé w funkce
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Rozhodnéte, pro kterd z € C existuje derivace funkce
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7 algebraického tvaru funkce vypocitejte jeji derivaci pro libovolné z = = + iy
(a) € (b) 2°

Najdéte funkei f(z) = u(z,y) + iv(z,y), kterd ma tyto vlastnosti:

(a) je holomorfni v defini¢ni oblasti D,
(b) jeji redlnd (imagindrni) ¢ast je dand harmonicka funkce,
(¢) splauje danou podminku f(zg) = wy.
(a) u(z,y) = 2% + 622y — 3wy? — 293
f(0)=0 (d)

(b) u(x,y) =e *siny +2zy f(0) =0 (e)
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(x,y) =sinzcosh y f(0) =0
(0,9) = =t £(1) =0
(z,y) = 2* — 22y f(0) =0
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. Dokazte, ze nésledujici funkce jsou harmonické na R?

(a) 22 —y? (b) z(x? — 3y?) (¢) coszsinh y

. Necht na oblasti D m4 holomorfni funkce pouze redlné hodnoty. Dokazte, ze pak

uz je to konstantni funkce.

Necht f = u(x)+iv(y) je holomorfni na C. Ukazte, Ze pak f(z) je polynom stupné
nejvyse 1.

Necht je funkce f = u~+iv holomorfni a necht jsou funkce v a v tiidy C?. Ukazte,
ze funkce u i v jsou harmonické.

Dokazte, ze ma-li holomorfni funkce na oblasti D hodnoty lezici na jednotkové
kruznici, je konstantni.

Zformulujte geometricky vyznam nerovnosti (z1, 22 € C)

(a) |21 + 22| < |z1] + |22|



(b) |21 + 22| > [|21] — [22]|

(c) |21 4 22* + |21 — 22> = 2(|z1]* + | 22]?)

11. Zakreslete néasledujici mnoziny

(a) Rz +2=0
(b) REH <0, 2 #1
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(c) REEL <0, 240

12. Prifad'te pfedpisy mnozindm

(a) Piimka, kterd prochézi poc¢atkem.

(b) Kruznice, ktera
pocatkem.

(c) Kruznice se stfedem v pocatku a

polomérem 1.

(d) Kruznice se stiedem v bodé 1 a

polomérem 1.

(e) Kruznice, ktera se dotykd ima-

ginarni osy v pocatku
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Piimka rovnobézna s realnou osou.
2Z — 22y — 220 =0, z9 € C,
2Z—c(z+2)=0,ceR
az+az=0,a€C
z—ZzZ=1ic,ceR
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e, ¢ € [0,27]

13. U nasledujicich mnozin urcete, zda jsou konvexni, hvézdovité konvexni, souvislé a

jednoduse souvislé:

(a) "rovnikovy pds” - z, pronéz [Jz| <1vCavS.

(b)






