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potom se dd v algebraickém tvaru vyjadfit celkem &tyimi zplsoby

Flz}= m:ww IR ?M.HS = m:M\_ v _; m:ww Y _
_ ulz,y) _ ; Bu(z.y)  dv(ny) i dulx, )
dz m@ @ Bz .

Funkce f(z) se nazjvd holomorfni v bodé z € D, jestliZe md
derivaci v néjakém okoli bodu zg . Funkee f(z) se nazjvéd holomorfnf v
oblasti D | jestlife je holomorfni v kazdém bodé z € D . Pro detivace
funkei komplexni proménné plati stejné zékladni véty jako pro funkece redlné
proménné { derivace souétu, soudinu, poditu, derivace slozené funkee ).

Funkece F(z,y) se nazjva harmonickd funkce v oblasti D, jestlize
md v oblasti T spojité parcialni derivace 2.fadu a spliuje Laplaceovu
PP,y PPy _ o

Ozt 8yt

Dvé harmonické funkee u{z,y) , v{z,y) , které splinji Cauchyovy-Rie-
mannovy podminky, se nazyvaji sdrufzené harmonické funkce.

diferencidlni rovnici

5.1. ZapiSte pomoci nerovnie definice nésledujieich limit
a) lim f(z)=o00, b) lim flz)=e¢, eacC,c) lim f(z)=co.

z—rzg =0 z—ca
Névod :  Qkol vyjidiete nerovnicemi ( viz ivod kap. 3 ) napf,
pro a€C (lU{a,e)={z€C:|z—a| <e};
pro a=co:U(s,e)={z€C:|z > 1}.
Existence okoli bude zaruéena poZadavkem existenci kladného &isla ¢ .

5.2, DokaZie, Ze soufet a soufin dvou funkei, které jsou holomorfni
v bodé z € D, je také holomorfni funkee v bodé 2 .

Néavod :  Ditkaz vychdzi z existence priniku dvou okoli bodu zg .

.3. Podle &mmu.um.aa vypotitejte obéma Nﬁmwodwu.mmq?mho funkel
a) f(z)=3.b) flz)=2",¢) fla)= 3.

[>
Tz
Reseni : a) Podle prvniho zpiisobu vpottu limity
1_1 2=z -1 1
Fla)=lim 23 — fim —= — fim — =
T g —zg R p—zm TR ozm 4
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Podle druhéhe zplsobu vipottu limity dostaneme

1 3 =dz
. —aar _ 1
i = lim mbdr  zo Iim .|\«A.AN.“_+DNH = lim l.....|H = ——
f'(za) nmula Az a0 Az Az 29(z0 + Az) z

5.4. Nechf pro z € € existuje derivace f'(z) . Odvod'te Cauchyovy-
Riemannovy podminky pro derivaei funkee j{z) =u{z,y)+1 v(z,¥) .
Reseni : Existence f'{z) a tedy také limity ( v algebraickém tvaru)
" w(x + Az, y+Ay) + 1 viz + Az, y+ Ay) ~ vz, y) — 1 v(ny)
A% Az +1 Ay

ay—a

zarutuje existenci limit na podmnoZinich ( pimkich } Ay =0 =
Az =0.

Odtud vyjde pro Ay=10
u(z + Az, ) + 1 v(z+ Az, y) —ulz,y) — i v(z,y) _

lim

Az—0 Ax
o ulr 4 Az, y) — ulEy) . v+ Ary) —vlz,y)
- bW-m—.e Ax t1 D_usmo Az -
_du(z,y) | . Bulxy)
T 8 +1 az

Pro Az =10 vyjde
w(z,y + Ay) + i v(zy+ Ay) —ulz,y) — i vizy) _

- fi SEY AN (@) g vEy AY) —u(Ey)
Ay—0 iAy By~0 Ay
__; Bulzy) | Svlry)
By dy

Z rovnosti téchto Hmit dostaneme Cauchyovy-Riemannovy podminky.

mm. 7 algebraického tvaru funkce f(z) = e&® vypotitejte jeji derivaci pro
libovolné z=z+ iy .

m Reeni : Existence derivace funkce f(z) = e* vyplyvd z moZnosti
derivovat absolutné konvergentni fadu ( viz kap. 4 ). Derivovinim podle
proménné z vypoditdme

Su(z,y) . Oviz,y) .
1) . |— — = &3 — Zz .
fii2)= 2w T Ta (cosy+ isiny) =¢
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Piiklad 3.3.3. Zjistéte z Cauchy-Riemennovjch podminek, na které oblasti jsou ndsle-
dufici funkce holomorfni, a na téte oblasti spocitejte jejich derivace

QSNTN::@T_n:.ﬁmvu?RENTNL&“E@"E
2¢ 2e 1 g L3 A
Refeni: a) f(z) = 327 pro viechna z € C; b) fi{z) = IATH:M pro viechna
#€C—{1} ) neni holomarfni v ¥adném bods;  d) neni holomorfni v
Zadném bod8;,  e) f/(z) =~ —sinz pro viechna z € C.

Priklad 3.3.4. Najdete holomorfni funkei f(z), kterd md pii z =z 4+jy rednow &dst
u=2 -y 2.

R &u . s
Refeni: o = 2¢+1 = 2*. % toho integravénim dostaneme, e

Era By
B
v=f(2x+ 1) dy =22y +y+C(z) 2z toho 5= 2y + C'(x).
. . Ov e ..
Na druhé strang F ~5 = 2y. Dostali jsme rovoost 2y + C'{z) = 2.

Ztoho C'(z} =0, apak C(z) = f0dz = K.

Po dosazeni v = 2zy + y + K a méme Feleni
He+iy)=2"—y* +2+]j (2zy+y+ K).

KdyZ cheeme vyjadtit tuto funkei v zavislosti na z, nahradime z =z a y = 0.
Potom flz) =22~ 0?24 (22 04+ 0+ KV =22+ 2+ K.

Piiklad 3.3.5. Nejdéte holomorfni funkei f{(2), kterd md pi z=z+jy imagindmi Sdst
v=x+y—3a f{0)=-3.

. v _du _ _ du
ReSeni: wﬁrul@ﬂ. Ztohou= f1dr =z +C(y). Potom m.ﬁlﬁ.@u.
Na druhé strans m = Iwclw = —1. Dostali jsme rovnost C'(y) = —1.

Pak Q@uul%ym.@ulw.+b\. Po dosazeni u =z —y+ K,
flet+iy)=z-y+K+j(c+y-3),
f(z)=z+j2-3j+K.

Musi platit, Ze f(0) =0+j0—3j + K = —3j. Potom K =0,
Hledané funkee je f(z) =z+jz — 3j.

MATEMATIKA 2 — Shirka iloh 29

H..w.mw_w&m.mb.?&.&mﬁn}&aﬂniﬁ\?g&.Anvhﬁmaﬁmum&ﬂai.@H&EQ:&&
a) u="6zy+3%y—v® e F{0) =5 bju=z2—2zy a f(0)=0

Reseni: &) f(z) = —j2? — 3j2® +5§; Dm
b) takova funkee neexistuje.
Pitklad 3.3.7. Najdéte holomorfni funkei f(2), kerd md pH z=2+jy itmagindmf ddst
a) v=9c"y— 92 152 a f(0)=6 bv=Try* — T’y -8 a f(0)=3
Refeni:
8) f(z) = 3zf — Lz + Syt — Sy +6+] (92%y — 95y +52) = 224 +5j2 4 6;
b) f(2) = =3zt + Loy~ Tt 8y + 34] (Toy® — Tody — 8x) = —T2%-8j 243
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libovolné 2=z + iy.

C m.m‘ Z algebraického tvaru funkce f(z) = 2* vypoditejte jeji derivaci pro

Refeni : Existence derivace se dd ovéfit vipottem limity . Z alge-

braického tvaru 2 = ¥ —3z3? + i (3r?y— 4*) dostaneme derivovénim

podle promnné z

Fla=2+i W =357 - 3yt +6izy =3( 2 +6izy—y® ) = 322
5.7. Pro funkei f(z) =1 ovéite, e jsou pro viechna z € C— {0} splnény

Omﬂ&g.amﬁgmné podminky.
Navod : Splnéni obou podminek destanete z algebraického tvaru
funkee ( pk. 4.12 ).

m.m. Pro funkei f{z) = cosz ovéite, Ze jsou pro viechna z € ¢ splnény
Cauchyovy-Riemannovy podminky.

Ndévod : Spinéni obou podminek dostanete snadnym vipodtem z
algebraického tvaru cosz = coszcoshy — | sinzsinhy .

5.9. Rozhodnite, pro kterd z €  existuje derivace funkee f{z) = |2[%.

“.v,u menmwmnm"_u_.oﬁommﬁﬁ.ﬁEHHu+.@_uue?n@vuo.eﬁ% Wumaﬂ
‘ucuw“ B=2=0=-% Jodiné fefenije 2=0, y=0.
Ze derivace pro z =0 skuteéng existuje, plyne z vypoitu
NN LR S
g =im- =lmz=0.

hm.wc. Rozhodnéte, pro kterd z € C existuje derivace funkee f{z)=7%.

H.m.ommE.”m_Ho.SmeHHm ww HIH.OmﬂnEQ@.EmEEoﬁ
podminky nejsou splnény pro Zédné = & € . Proto nemiize existovat

derivace.

ﬁm.hu. .uﬁ.wn:mm<oc_m,3.~ﬁEmvioﬂonmim%ﬁoﬁmqmmmzmromuog
. musi to byt konstantn{ finkce. Dokazte 1

@ Redenf : PoZadovand podminka znamens, ze v(z,z) = 0 . Pro holo-

morfni funkei chm_.ﬁ_wﬁ splnény Cauchyovy-Riemanovy podminky, takze

. . g Bulz, .

voblasti D je WM.SH?) MM\SHQ_E. d u(z,y) =0 . Tuto

podminku spliiuji pravé konstantni funkce,
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B.14. Necht u(z,y) a 2(z,y) jsou sdruZené harmonické funkee v oblasti D.
DokaZte, Ze také dvojice
a) aulz,y)—bu(r,y), bulzy)tevizy) ,qbeRrR,
by e cosu(z,y), =¥ sinulr,y)
jsou sdruzené harmonické funkce v oblasti D .

Navod : Dhikaz je zaloZzen na tom, Ze dané dvojice funkef odpovidaji
a) soudinu holomorfni funkee a komplexntho &isla a+ ib,
b) slozené exponencidlni funkci, kde v exponentu je holomorfni funkce.

5.15. V oblasti D = — {0} najdéte viechny harmonické funkee, které
majf tvar u(z,y) = Flz? +4%) .
Teseni: SloZend funkce u(z,y) = F(2), t = £* +y* musi spliiovat
Laplaceovi rovnici. Je tieba vypogitat derivace ( éarky oznagujf derivace
podle ¢ ) 2458 _ prgy 0 TUEY oy 2090 1 P 2

Oz
(derivace souginu).
74
Podobné % = F(t) 2, % = F(t) 2y 2y + F(8) 2.

Po dosazeni md Laplaceova rovnice tvar

Ax? FU(E) 4 2P () + 4y PP{E)+2F"(t) = 0 neboli tF"(t)+ F'(t)=0.
ReSeni této diferencidlni rovnice vzhledem k funkei F(t}) se provede
jednoduse separaci proménnych, takze F'(t) = 2, F{f) = € lnt+Cy
a u(z,y}=C iz +)+C: .

5.16. V oblasti € najdéte vEechny harmonické funkce, které maji tvar
u(z,y) = F(z* —¢?) .
Vysledek : Podobné jako v pi. 5.15 w(z,y) =C) (22 —?) + 5.

V piikladech 5.17 - 5.24 najdate funkei f(z) = u{z,¥) + i1 v(z,y) , kierd md
tyto vlastnosti: 1) je holomorfnf v definiéni oblasti T,
2) jeif redlnd ( imagindrni ) &ist je dand harmonick4 funkee,
3) spliiuje danou dopliujici podminku f(z) =wyp .

ﬁm.; Re f{z) =u(z,y) =1° +6z%y — 3z" — 2%, f(0)=0.

So
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Reseni : Nejprve je tieba ovéfit, %e dand funkce je harmonicka.
Podle Cauchyovych-Riemannovych podminek dostaneme jednoduchou
soustavu parcidlnich rovnic pro funke v(x,y)

gAHu m‘.v — 2 2 @CAH. E_u
e 3z +12zy — 3y° = %,
Bufz, y) 2 2 u(z,y)
COSY) . 6a? Gy — 62 = — 2
By x* — Bry — 6y 5
Integraci prvni rovnice ( podie_y ) dostaneme o
viz,y) = 3%y + 6oy’ “Clz)). Odtud W = by + 647 + C'(z))
a dosazenim_do.druhé rovnice dostaneme 6x? = —C'(Z) a odtud

C(z) = =253 + Oy 5.

Hledans holomorfni funkee m4 tedy tvar

FR) =2 4622y — 2my® — 28 + 1 (=228 + 3Py + by’ — P + )
Vzhleder k dané podminee £(0) =0 musibyt C;=0.

Vhodnymi Gpravami se d4 ziskat vyjddieni funkce v zivislosti na z
F() =2 4 3ixty — 3my? — 1P - 2is® + 6% + Biay — 20 =
=(z+ iy -2ifzs+iy)P=2~-2iF=(1-21) .

5.18. Re f(z) =ulz,y)=2f—y* —y, f(0}=0.

Vysledek : Funkce u(z,y) je hammonickd, v(z,y) = 2oy -+,
[ =2ty —y+ 2izy+ilz=(x+ipl+i(z+iy)=2"+1iz.

5.19. Re f(z) = u(z,y) =esiny+2zy, f(0)=0.

Regen{ : Snadno ovéfime Ze u{x,y) =e “siny+2zy je harmonickd
funkce. Z Cauchyovych-Riemannovych podminek dostaneme jednodu-
chou soustavu parcidlnich rovnic pro funkei v(z,y)

dulz,y) . _ dlzy)
gr ¢ sy +2y = # :
du(z,y) _ Bu(z.y)
By e Feosy 4 2x = o
Integraci prvni nMcSﬂ.om { podle y ) dostaneme v{z,y) =™ cosy + 3+
+C{z). Odtud i —e“cosy+C'(z) adosazenim do druhé rovnice

dostaneme 2 = —C'(z} a odtud C(x) = -z® +C .

Funkee komplexni proméniné

Hledand holomorfni funkce md tedy tvar f(2) = e “siny + 2zy +
i (e=cosy +1? — 3?4 Cy) . Vzhledem k dané podmince f(0) =0
musi byt ¢ = ~1 . Vyslednou funkci mitfeme déle upravovat

f(z) = e=(siny+ i cosy) +2ry+i{y*—2?)—1 = ie">{cosy—i siny)—
—izt -y 2myi)— i =ile -2 -1).

5.20. Re f(z) =u(z,y)=elcosz—z, f0) =1.

Vysledek : Funkee ufz,y) je harmonickd, v(z,y) = —e¥sinz—y,
flz) = e¥cosx —z — ie¥sing ~ iy = e¥{cosw — i sinx) ~({r+iy) =
=it (z+iyy=e -z,

M.NH. Im f(z) = v»{z,¥y) =sinzcoshy, f{0)=0.

Vysledek : Funkce v(z,y) je harmonickd, u(z,y)= —cosginhy

a hledand holomorfni funkee f(2) =i sinz.

[5:22. Re flz) = uiz.v) = Y jm=o0.

24yt
Vysledek : Funkce wu{z,y) je harmonickd, »(z,y) =
a hledan4 holomorfni funkce mé tedy tvar

T
— .+
2y

_ Y . x : |mAH|m@u Q"W mQ
2&|!|%+.%+~|u.~+w_u+~9||.|au+% +iG=Z+1G.

Zc zadané dopliujici podminky vyjde € =-1.

5.23. Re f(z) = u{z,y) = ¢*(vcosy —ysiny) , f(0)=0.

Vysledek : Funkee u(r,y) je harmonickd, v(z,y) = e*(zsiny+
+ycosy) 2 hledand holomorfni funkee f{z) =2 €* .

5.24. Re f{z) = u(z,y) = ceos zcoshy +ysinzsinhy , f(0)=0.

Vysledek : Funkce u{z,y) je harmonickd, v(z,y) = ycoszcosy—
—rsinzsiny a hledani holomorfni funkce f(z)==zcosz.
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1. Nntad znalosti o komplexnfel cislech 11

242z +i2=i24V3 1,
(+i)=-1+v31.

Tato binowmickd rovnice pro 2 — i se fesi podobud jaka v pi. 1.14, takze

vyjde

ua+mH(\|mAaom,Hq_w+m mm:wu )
A+ H/\MAanMl_.+m mm:u%u ’
yuL+%:+<ﬂ i),
u_ulwlmf+,\m:

2
1.17. Bedte kvadratickon roviied 22 —2iz +1—-21 =0.

Vysledek : .onm+(\|mA!<_m\a\|m+<_.ml.<\|w i),
a=i+v2(y2-V2-y2-V21).

1.18. Ziormulujie geotnetvickd vyztam nerovnosti
@ [z: 4z | =2 |+]2 |, 21,52 €C ( trojibelnfkovd nevovuost ).

Reseni : Roviast nastane pravé tehdy, jestlize obrazy , 72 a poddrkn
O (& také 27+ 2o 3 el ua jodné pHince a arg z = arg z . Jestlize
arg z; = - arg Zg , Ovitine wa této plitnee plaimost nerovnost suaduo.
Jestlize obrazy z), 2 + 22 a podatku O neleid wa jedné prlince, potom
tvorf trajibelnge, jeloz velikosti stran json | 21 |z | alz+ 22 .

Trojilieluikovit neroviost vyfudiuje zndmon viastuost. Ze soifet ve-
likustf dvon stran v trojibiclnfka mmsi byt votE ne? velikost tiet] strany.

1.19. Zfornuinjte geometricky v¥ziam nerovoosti

\Q latz=izlal—l=l, sn:mel.

Navod @ Jestlize plati | z) |2 22 | . potom je modne vynechat also-
latuf hoduom, pievést | 2a | na druhon stranu neroviice a vyjde
_N—+N&_+_NM_WENH_.

Ve stejuén trojibehidku jako v pf, 118 mnawend tato podminka. e

Bunkee kowplexni prowdnnd

soncel volikostf dvou stran jo vetal nez velikost tietf strany. Rovhost
uastane prave tehdy, kdyz arg 2= — arg 22 -

Pro peipad |z1] € |2 se provede podobna vivabia, powze it edstranént
absolutni hodnoty je tieha zmenit zuaménko.

1.20. Pro dvé kowplesnd éfsla ) 4 29 zobrazke z — 22 A vyjadicte geonet-
ricky viauam |z — 22 | -

Reseni : Komplexul éislo 5 — 2z nugeme dostat jako soudet kom-
plescuich édsel 2 a -2z {vektoravé). Absolutnf liodnota | 2y — 22 |
amamend vzdslenost ohramm komplexnilho ésla 2y — z2 od po&dtkn a
sonfasnd vrddlenost mezs obrazy kowplexnich éfsel 2 a 22 (obr. 1}

Obr.1.

1.21. Zlormmlujre geometricky vizian nerovpice
_N — (m_ < _NL + _Nmﬂ , X, € C.

Navod :  Vyndijte visledkn pi. 1.20.

V pifkladeeh 1.22 - 1.42 najdéte v Ganssové rovin® mnozinn véerh obraw
komplexuich ifsel z , pro né? plati zadaué poduiinky.

Umltiva : Obraz kowplexuiho #sla 2 v Gaussové toving ndeme stmendé
fikat bod 7.
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1. Nutud sznalosti o kowplexnfeh oislech 13

1.22. |Rez < 2.

Reseni : Absolutnf hoduota reslng st kowuplexniho &sla 2 jo vaddlenost
bodu z od hnagindri osy. Muezina vaeell hodu = . pro kleré je 1ato
veddlenost mendi ved 2, je voirfek past s oson v inagindrmi ose.

1.23. Imz=1i
Regenf :  [magindrd édst komplexnilio éisla je definoving jako vedhié
éfslo, takde tato podmfuka neni splndua pro Zdnd komplexni &islo 2.
1.24.Re z+1m 2=10.
Reseni : Algelraické vyjadient této podminky ( = +y = 0 ) ukazuje,
7e mnogina hledanyeh bodu je pifiaka { osa 2. a 4. kvadrautn ).

125 Re Xl oo, 21,

z-1
Redeni :  Zlotmek je ticha vyjadiit v algebraickém tvarn a rozafiit

2+l e+ l4iy)le-1—iy) _ ? 14yt - 2y

-1 f{z-l+iyiz—1-iy) {x— 12+

Pro redlnou #ast vyjde podininka 22 +3* — 1 < 0. Hledand wnozina
jo tedy vuitinf oblast krwznice se stiedem v poddtkn a s polomérem 1.

z+l

z-1"

1.26. Im 0, z#73.

Tteseni : Do vyjadiens dangho zlomkn v algebraickém tvaru vyjde
podminka —2y = 0. Tlledaud mnoezina badu jeredlnd osas vynechanym
badem z=1.

1.27. Re 21l <, 2 #0.

>

Vysledek : Hledand muozine je vuiting oblask kruzuice sc stiedem

vhadé [0,17 as polomérem r= 1.

1.28. Im 2L =g, 2 £0.

>

Vysledek : Hledand nusozina jo imaghudrnd osa s vyncechany poddtken.

19

1. Nutne znalosti o komplexaich ¢

a s polomérem 1. Prasetik povodice bodu 7 aspojnice badw dotyku

reten oenadte w o ( ohr. 4 ). Dokazte, 2ew =

Reseni @ Trojibielntk O 2 T je pravoilly » podle Euklidovy vy o
odvésud plati 2| hw| =1 . Argumenty komplexnfeh éisel z a w jsou

stejnd.

abr. 1.

1.56. Ovifte v algebraickéw tvarn, Ze plat
A Fa=mn+%,b) o —H=T-a.0 T R=T%, 2,260,

Navod : Tyto vlastuosti jsou pii zobrazeni v Gangsavé roviug zalozeny
na sonwernosti podle redhé osy.

1.5%. Ovaite v algebraickém 1 goniometrickém tvaru, e pro libovolué z € C
platd |z ==z %.
1.58. Dakagte. ze pro libovolnd 2, 22 €C platd
to+z P+ la—nl=20x P+ [2) a zformmlujte geometricks
O siysl téeo identity.
Regeni: Absolutni hodnoty vyjadiime pomodt komplexne sdruzengch
komplesnich ¢isel (pt. 1.57.) a upravime levon stram podle pP. 1.56.
lz+mP+|zn-al= (@t Eta+n-—a) la-n=
it F+@ o e E -m =2An TR =
]
=2 a F+]z0.
S vyjinkon zvldFndch pipadit tvoli hady O, =i, z, z1 + 22 vrcholy
rovnohtimika, | =y | & ] 22 | jsou velikosti jeho stran a | 294+ | a




Funkee kowplexuf promnénnd

— 2| jsom velikosti jehio dhlopricek. Plaf tedy @ Soucet drubych
moenin velikost{ iblopiféck rovuohéznila se rovnd soud druliyeh moe-

nin velikostd jeho stran.

LR

-1

1.59. Dokagte, %o pro lihovelné komplexnf &slo 2 £ ~1 jo — ryzc

- . r z I3 = I—l H
imagindruf prave tehdy, kdyz |z =1 .
Reseni : Dokaznjeme ckvivalend powoct o implikact.

- . a - e
1. Za predpokladu. ze |z[P =22 =1, dostanele po rozsiyen zlomku
komplexuin &islen

z-1_2Z-3% 1-% T-1 z—1 z—1
T+1 zz4z 14z Fxlo =¥l o Azdl .
Kotplexni ¢dslo se rovnd opadncému komplexné sdrugendnm &slu pravé
rehdy. kdy# je ryze imagindrud.
oz —1 . ia
2. Jestlize ——= = ia, ¢ € R, potom mieme: vypodital z = — .
41 1-1ie

Absolutni hoduota étatele i jmenovatele se rovnd V1 +a? . rakie
2| =1.

Crometrickd inrerpretace : Body z—1 a z+1 json obrazy koncovich
o . z—-1. P
Dodu tisecky délky 2. Poxlil 1 jer ryze imagindmi prave tehdy, kdy#
- ¥
poedil avmmneutsi komplexnich ésel 2—1 a z+1 jeroven § . Privwodice

bhodin z—1 a z+1 jsou tedy ua sebe kolmé a pofatek nmsi lezet

na Thalerove krwimici pad viserkon =z — 1, 2+ 1 ddlky 2. Sried téta
viseeky (2 ) wsi e vadalenest od poldtk roviu L

1.60. Dokedite, 70 pro libovolnd komplexni gislo a , pro které Ina # 0,

L o2—a . o
plati: | —— =1 prévé tehdy, kelyz = je redlnd &slo.

-0

Gegeni : 1. Protode Ima # 0, musi byt 2 #2. Muozina viech
komplexnich éisel 2. pro kterd je spluéua rovnice |z —a| =|z—1],
je osa sowmérnosti tsccky s krajnimi hody e, @ , tj. wmogina viech
redlngeh cisel.

2 Jestlize z jorcalué élslo, polom plati 2 =7 a vyjde

1l
I
I
s

1. Nntué rnalosti o kawplexnich efslec 21

V prfkladech 1461 -1.66 zapisie pomoei promenngeh kowplexufch éfsel =
a 7 { Loz absvluenich lodnot y rovuice danych kiivek neha soustay kitvek.

Takovy wipis rovoic bude velwi vyhoduy pit Tosend pt. 4.25 a dalgich

1.61. ¥Xouznice se sticdem v bodé zp as polomérem r, r & Rt . Kterd

# Lochto krugnic procided potdikem ?
\B Tiedeni : 7 rovnice | 2 — % [= 7 po nmomind a palirazeni absulutul
hoduoty vyjde |z — 2o P=(z—20) (z = ) ="
Pu vipravich podle pF.1.59 vyjde
R i A A R ENEE

o) (z = 2) (- 7) =

Krugnice prochdal pofackenm pravé tehdy, kdyz pulomer krZnice s¢
rovid vrddlenosti stiedu zp od pofatku (r= EN
Krugnice, kterd prochudzl poddtkem, 4 tedy roviici 2Z— 2 -

\ﬁN\p 1.62. Mnoofiua viech kiuduic, kreré se dotykaji magindi osy v potdtku.
Vysledek : 2z—¢(2+%)=0,¢c€ R.
1.63. Pifinka. kterd mochédzf poidtkemn a svird s kladnou poloosom X
- tthel .
L 9
Reseni : Stadl zvolit v Ganssove roving dva rimd hody 2 a zo , kierd
majt stejnon veddlenost od potartkn {{ n [=] 2 ) a jujichz spojuice
je kolmd na danou pifmku. Potom osa soumernosti Usecky s krajutmi
body 2, zz je hledana Situka a nud rovnicl | z—=n =z -2 Po
Y ¢ 22 i

wmnoendui a tpravich vyjde

NAN_ - N.wv +.Mﬁ.m_ — wmv =10.
Jestlize oxuacine ¢ = 7 — 3 , potoi toto kowplexud Tisio wd privvodié
kolmy na danow pEimku. Pi tomto omadeni mé rovoice jeduoduchy

tvargz+az=0.
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1.64. Piimka, kierd prochidzl pocatkem

1.65. Soustavi pifmek. kterd sviraji

1.67. Najdete stiod a polownd

d

1.66. Sostava piiwek rovnuoh

1.68. Najdéte stied a poluné

1.69. Najdéte rmoZimu viech Lodd 2

1.70. Zapiste nastednjied komplexni #sla v

Fuukre komplexnf promeéund

a svird s kladuou polooson %

. ks

1thel 7

Vysledek : T\d.ﬂa:wuﬁlz\lu.fim.

& kladnon poloosou X Tihel § .
fteseni : Konplexni sl 1— wn privodic Lolmy k danym pifmkanm.
Judun 7 1echito pifmek ( prochazejict pocatken ), ma rovnied
C+.BN+C1$MHO.
Soustava rovnohemfeh prituck su dd ziskat posi
osy o libovolné redlné #islo, Rovnice dané soustavy pr
zapsat ve tvaru

1+i)z+{l- iyz=c,ceR.

wmitin ve suErn redlnd
ek se tedy dd

cangell s redlinon oson.
Vysledek @ Roviiice se <ld zapsat ve lwrn z—E=¢€,.CE .
ar Yrnzmice, ktera je ddna rovnied
Z+{i —Lz-(1 +1)z=2.

Beseni : Rovuicl zZ— {1 - De-(+i)E=2
je tieba npravit ua Tvar uvedeny ¥ pE. 1.61, tj. pridat Linduom
1+ =2. Vyide Zo(1-i)r—- (14 DE L+ =4
Krpnice uid redy stfed v bode 1+ i apolomérr= 2.

r kpwinice dand rovided zZ iz iE= 3.
Vysledek : Kruinice md stfed v bude —i a polomér 7= 2.

v Crussuvs rovind. kterd splitujf rovnici

1 1

-+—-= 1.

Reseni: Pro z#0]e také =
_,oqu.un.u.m+nhnm.O%:n_nmlulm+wu>~
neboli {z —1) - 1) =fz-1PP=1.
Mrozina hledanych hodn je tedy kru?
1, ze které je vynechany podd

#£ 0, rakic dand rovnice je ckvivalentni

Jice se stFedem ¥ bode 1 &

s polomerem 7 = rek (bod z= o).

exxponencidlufin tvart (re¥)

m:l,\m_zlfﬁ“an.T&L_n?.



5. MNOZINA ND?:urmMZHQm CISEL 13

Definice 1.5 Mnozine D © C neni souvisld, jestliZe emistuji dvé disjunktni oteviené
mmnoziny G © H takové, €

[ON2ES GuH,
(it) cnD#® cHND#S
V gpadném pripadé NazVEme mnoiinu O, souviston.

Podminka (Y v Jetiicl T1kd, 2e pesouvista uoita se necha poksit dvema m._m.f:.fbm:a
otevienymi nozinami ¢ & T1. Drubd vcmmbicr (ii) k tomu pripojuje. e obB MnOARY
jsou pii vowﬂ.?&i dilesité a e 7adna z nich samé o sobe muozinu D nepokryje-
Podivejme g6 1é .wamﬂcacnrm. piipad oviteni souvistostl mnoZiny- Uvaznjme Asedku
0,1). Jntuitivaé je jasné, Ze ie souvisla. uk bento fakt ovaiit ﬂo:_c& Definice 1.57 Ped-
@cra.a__&am na ckamiik, e 0,1} Je pesouvisia. Pak je mozné i pokrit Advema otevienymi
%mw:dwﬁ.:m:ﬂ._ mnofinami G & H
{0,1) C GUH.

Pocatetni bod 0 ezl v jedné = 1echto mnozin, napt. ¥ mnoZing G- Fiistime, jak¥ nejvetsi
interval sadinaiict v 0 s vejde do (1. Poloime

(1.3) g=suplt € 13 | & 1) C G-
Protoke bod 3 lesi v intervalu 0,1} musi ndlefet do jedné # mnoiin G nebo H. Kdyby
sc G, pake otevienosti mnokiny G vyplivé, e existuje jisté maié okoli (3~ £ s+#) body

5 lefici stéle v G. Palk ovsem & nemiiize bit supremum, nehot. 1 delst interval (0,8 ¥+ € 5 c
G. Thivi moznest, e 5 € H. Otevienost mnazny 7 ném opét umozinje naléat okall
(s—&.5+F =) bodu 5, které celé nétez do H. v tom piipad® gupremum $ Z 1.3} & urdité
menti nez s — /2. Tento spoT vede k zavery, e asecka (0, 1) nemiiZe bt pesouvisth.

Typickymi dalgimi priklady souvislich noZin jsou yromé nsetky napf- Jomené &85,
kfivky nebo tav- konvexai mnoFiny (viz cvicent 17)-

Dechinice 1.8- DR&EQMGME mnoZina s€ nazgvd aplask,

Oblasti jsou mpoiiny, D& tergch budeme vysetfovat chovani funkel komplexud Pro-
ménné. Kromé toho, oblasti jsou {uké mnofiny, & nichi se souvislost necha popsat vice
mmo::m:.ﬁr%

Tvrzeni 1.1 Nechi D <. T e glaufe arit! mmwanaﬁm mnofna. Pok ndsledujici purzend jsou
ekvivalentni

{i) Kaidé dua body z D 1€ spojit lomenot ddrou ledici v D.

(i) D je ablast.
Diikaz. (i) = (33} Tato implikace J& mmoimﬁ.ﬁru. deymi. O mnozing D wZ vime, Ze je
oteviend a ﬁoﬁg&mﬁm ukizat, e to e oblast. K tomu oy vé oviiit, Be D ie souvisld.
Kdyby nebyla, tak ji lze pokryt dvéma &&ﬁﬁws:d_.p otevienymi mnoFnaml Galld

podminky {ii) v Definici 1.5 plyne, 7 existuji body 2 cgnbDawe gD Ty ke
spojit lomeno garou L \erict v D Protoie D Je cela pokryte maoZinami Ga H, e
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16 mﬂ.ﬁuHHOb..w 1. wog_urmxzm ¢fsLA

Definice 1.7. Nechi (=) € C je ﬂm&a%ﬁcm, xoiﬁhmﬁzun: sisel. Rekneme: se Lan) Bow
perguie K 2 cCU {oc}s jestlize o kazdé ¢-okolt Ulz€l bodu Z existufe index 1o takovd:
3 ﬁmn:.;u fleny ﬁam_csw:am? 5 indezem 458 isuj

YL 2 =7 nebo struéné  An — 3.

muos-_w-ﬁxb 1.2. v ﬂ..ﬂvmam, ze fimitni pod cledi v C (- aeni 050 ie detinice Tiuisy
@r.....ﬁ_ﬁasgw jomu, 28 E,_m._oﬂﬂwcw.,, absolutnicht rcngoﬁ len — 2\ _wcﬁcﬁﬂ_.sm x nuie

wm 12 2| = .

n—os

privé, kdy®

e

7 toho gnadno vidime, #@ ¥ ﬁqémam lastnt ymity £ € € platis #n —
mﬁmﬂb:u — Refz )2 maﬁc:w - :ﬂﬁ.\g

v Ew?bm peviastnd Limity o0 je mmcaﬂmrinww yiznan takovy, I8 cleny posloui™
nosti yrdatuil od oork.wc Af uE PO piimee: spirile nebo __m.wwor jinak- Vyjadiend pomost
»rvm.o.—zwa hodnoty

Tzl = 4-00.
Pt

(Zde wh 58 jednd o limitu redluyelt gsel.)

14 oblost- (yblasti samy O
sohé jsou souvisé mnoziny Ridi bychom mezl o Jeste w188t
um&Ea;ﬁr@. Wa obt- 14{al 8 1.4{b) Jsot pakresteny dvé oblasti- Rozdil mezl nimi 18 ten,
3o oblast 1.4(b) ma Vv sobé diry: cu modiZe ! WGEUEEJEF itwact. 28 .umaucn_cmn souvislé oblastl

Postedni ﬂ&md: o Xkterém 3 ominime, ie

vadu. Na obr- 1.5{a} le sm_wonmavm pas. 1€ §o ZevDe ablast 0% der, ale § pesouviglim

Obr. 1.4

3. QSQmE 17

7de nam vcﬁé.wm w:.ﬁ:ﬁ?i model Ve formé ?mEEEcaw mmoJ Projekce past D
4 obr. 1 n{a) DA gorn I je ukdzdna D obr. 1.5{b)- _Dz_&h:m je, # e bod 5 ﬂmﬂwﬁ.ﬂ do
phTaZl D, & tak dopingk [N (D) e souvisly: # jedné Fhski :&maﬂ_m pleiit do druhé
préave pEes os bod S

L)

Qbr. 1.5

avodni napad nisledovn-

Pefimd . ast D < C se naziué u.mnzc%:mn meﬁiu"pu jestliZe jeit mﬁmﬁomﬂ&mnwm

7, trvalty gmb&&u&é Defirtict 18 5_,9”...4&. eV Eﬁmbm a:.&uhi..nﬁ oblasti 5 .dmancac‘
ché mosﬁw._og cobﬁm na dopliku ¥ mnoEne . Pouze ﬁmoaﬁgm oblasti st byt testovany

na msma&.::oé siére.

3 Oﬁmmﬁm

{Toha: Zjistete Pro reraz €€ plskd 2 Z 12— 3

fegeni: ato Mol ﬁmmmmgzim varavenit Heméd zaonY Smysh Mhaswﬂmﬁ_._ zisla nelze
cc_.ce.:wcwr gakie nelze wrovat: pdatije ? ~ vetdl ned neeo jiného-

(oha: yypottéte vaechny podnoty S

Tregent: pokud 2= 0, tak yz="0 Necht tedy # 2 # 0 Hledame yiechna fesend rovnice

Obe Gigla & iz iﬁ.@m.ﬁﬁ v mcaoamﬁ.ﬁwmﬁ LBl

w = fuAleos & 3-jsin 2 == lzllcus ¥ 4+ m_m.,sev



