Kfivky zadané parametricky a poldrng - ptiklady 1

Krivky zadané parametricky a polarn&

E. Priklad Uréete typ kfivky zadané nasledujicimi parametrickjmi rovnicemi a nakreslete tuto kfivku.
a) x =acost, y =bsint, 0 <t < 2r. Vysledek: Jde o elipsu -f; + i',f:- =1

b) & =2+3cost,y = 3+3sint,t €< 0,m >. Vysledek: Jde o horni piilkrunici (z~2)%+(y—3)% = 9.
¢) # =cost,y =sint, 2=¢,t € R. Vysledek: Jde o spirélu.

d) :n—-2sm t,y =cos?t, 0<t< 7+ Vysledek: Jde o tisetku AB o rovnici z+2y—2 =0, A = [2,0],
=[0,1].

e) z=1-1%, y=3+t,teR. Visledek: Jde o parabolu (y — 3)2 = ~(z — 1).
fs=t, y=13,t€R. Vysledek: K¥ivku tvoli grafy funkei y = V23 a y = —V/7%.

g) 2=t y=1t*t € R. Vysledek: Tuto kiivku dostaneme otogenim kfivky z (f)] o 90° proti sméru
. 0b8hu rudicek analogovich hodinek.

h) z = 3cos®t, y = 3sin®t, 0 < ¢ < 27, Vysledek: Navod: urdete prisediky kfivky se soufadnymi
osami a déle s p¥fimkami y = z, y = —z. Vyjde zném4, astroida.

g

2. P¥iklad Rozhodndte, pro které hodnoty parametru ¢ pfedstavuje dand kiivka spojitou funkei.
Eliminaci parametru najdéte rovnici této funkce.

a) z=lnt, y= Zt ' te (0,00). Visledek: Prot € (0,00) jde o funkei y = cosh z.
b) 2=82—-7,y=162—1,t€R. Vysledek: Pro libovolné ¢ jde o funkei y = 2z + 13.

c) x =5t y=3tt € R Visledek: Prot € (0,00) Jde o funkei y = 3,/%, pro t € (—o0,0) _]de
o funkei y = —3\/"'

d) z=e'+t3+4t+1, y=2In(t2 +1) +sint, t € R. Vysledek: Rovnice pFedstavuji spojitou funkci
pro libovolné ¢, jeji analytické vyjadFeni pomoci vzoredku y = f(z) viak nedovedeme nalézt.

€) z =4cost, ¥y =3sint, t € {0,7). Vysledek: Jde o funkeci y =3 15" pro libovolné t.

3. Piiklad Urgete prvni a druhou derivaci funkce zadané nésledujicimi parametrickymi rovnicemi.
a) z=e¥ y=e%  Vysledek: f' = 3et, f = o |
b) a=a{t+1},y= dta.l Visledek: f' =312, f" = &4
¢) z =asint, y =acost. Vysledek: f'=—tgt, f'=——Lp.
d) z= H% v = a
e) z=4t+1% y= tf’* +t. Visledek: f' = 34, 7 = Saddizn,

f) z=e"tcost, y =e tsint.

g} ©=1Int, y=sin2t. Visledek: f' = cos2t, f = tcoa2t — 4¢25in 2t.

4. Pfiklad Nakreslete nasledujici kiivky zadané polarné:
a) p=2p, p € {0,00). Vysledek: Archimédova spirdla.
b) p=1. Vysledek: KruZnice.
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IV. Kfivkovy integral

IV.1. Parametrizace kfivek

Necht P(t) = [a:(t) y(t),z(t)} je zobrazen{ intervalu (a,b} do Es. Plati-li :

1} P(t) je apojité a je prosté na {a,b) (k prostosti staés' aby aspont Jedna ze slo:!ek
z(t), ¥(t), 2(t) byla ryze monoténni na (a,b)),

2P ()= (x 0,9 (), % (t)) je omezené a spajzté na {a,b),
3) P (t) # 0 pro viechnat € (a, b)

Potom mnodinu c = {X € E3; X = P(t), t € {a,b)} nazveme jednoduchou hladkou
kfivkou v E3 a zobrazeni P jejf parametrizaci.
Analogicky deﬁnu;eme i pargmetrizaci ki‘wky v Es.

Rekneme, e ktivka ¢ je orientovdna souhlasné, resp. neaouhlaané 8 parameiri-
zacf P, jestlize pocdteéns bod této kitivky je P(a), resp. P(b).
Kt¥ivka ¢ v By (téf v E; ) se dd orientovat pomoct jednotkového teéného vektoru 7

vbodé P(t). Je-li ¥ = P(t) pak fikdme, Ze kfivka ¢ je souhlasné oneutovdna 3 parame-

_ 0]
- . . ' . . P(t) v . - #
trizacf P, Je-li 7= —m pok fﬂctfme, Ze kiivka ¢ je nesouhlasné orientovdna s para-
metrizac{ P. '

POZNAMKA : Jednoduché. uzaviend po ¢dstech hladkd kfivka ¢ se nazyvé. kladné, resp.
zépornd, orientovand, jestliZe pohyb v predepsaném sméru je proti sméru ” hodinovych
ruditek ”, resp. ” ve sméru hodmov;’rch ruticek.”

r.Pi‘ﬂ«ladssli Je déna kfivka c = {[z, y] € By y = 2%,z € {—4,4)} s podtetnim bodem
A = [-4,16]. Zjistéte, zda zobrazen{ P(¢) = [x(t) y(t)] je parametnzacf
~ jednoduché a hladké kfivky c, jestlize _
a) P(t) =[t,#%], t€(-4,4), b)P@)=[21Y, te(-22),
. c) P(t) V41, te(0,16).

Redent: T ‘ ‘
a) P(t) = [t,13),t e'( 4,4) spliluje viechny poZadované podminky definice,
s proto P(t) je parametrizaci kiivky.c. Onentace kfivky. je souhlasné ‘
s parametrizac, jelikoz P(—4) =[—4,16] =
b) P(t) = [t?,t%],¢ € (—2,2) nenf prosté zobrazeni. Na.pf‘ P(-1)= P(1) = [1,1],
. - takde P(t) nenf pa.ra.metnzacf kfivky e. Kromé toho z = 2 > 0, kdeito .
bod A mé z-ovou soufadnici —4 < 0.

' ©) P(t) = [2,#], € (0, 16) té nenf parametrizaci, protose P(‘) - (2\/5 1)
nenf omezens na {0, 16) | _. : | ) .




-

r Pitklad 887. Je ddna pilkruznice c = {[z,y] € Ez; 2? + y* = a’;y > 0} s poddtetnim

~ bodem A = [~a,0]. Zjistéte, zda zobrazeni P(t) je jejf
parametrizaci, jestlize a) P(t) = [acost, asint], t € (0,%), .

b) P(t) = [t, V@ =Pt € (- a), ¢) P(t) = [% -ﬁ“_f—t]t eR.

Res‘em’
a) Ano, P(t) je parametrizac , protoﬁe P(t) vyhovuje podminkém definice. Orientace
kiivky je nesouhlasnd s parametrizaci, protoze A = P(x) = [—a,0].
-1 :
b) Nenf parametrizaci, protoZe P (t) = ( —-;-‘/_5_-_.5:) nenf omezen4 na {—a, a).

¢) Ano, je parametrizaci. OvéFime, e plati 22 + y? = a? :

() + () -

at & .
hm z(t) = tl’im e = #a, hm y(t) = ‘Bxinwm = 0 —— orientace

kfivky je souhlasnd s para.metrizam Zde se snadno ovaf spojitost pro P(t)aP(t).

Protoze je = (f) = (l + tz)m

a zobrazen{ P(t) je prosté. . (t) = .(z (t), ¥ (t)) #£(0,0) & & +y #0 ——+
' 2,2 a? - '

>0 pro vsechna 2 je funkce x(t) monoténni

a? K
(1+12)2 (1 +t2)3 (1 + t"‘)

# 0. ) .

. Na_]déte paramemzacl kiivky c.s potdtetnim bodem A a rezhodnéte o jeit onentam
vzhledem k para.metnza.m

Piklad 388. Krwka ¢ je tsedka s pofdtetnim bodem A = [4, -1, 3] a koncovym

=[3,18] |
Redeni: Napieme rovnice pifmky AB tak, ze pouzx,]eme bod A a smérovy vektor _
‘ ‘ z=4-t
§“='/_ﬁ?’ =(-1,2,2), ¢:{ y=-1+2t . Usetku AB obdriime pro t € {0, 1),
- 2=3+2t ‘ :

bod A odpovidéd parametru t =0, takze orientace kiivky je souhlasné s para.metnza.ci

. [
Pitklad 889. ¢ = {[:c, y) € By (z+3%+ (y— 2 = é, E < —3ié A=[-3-1]

Reseni: 7
o {x=—3+3cos<p ‘ T 3

» PE
y=2+3sing ( )

orientace kFivky je nesouhlasné s pa.ra.metnza.cl.

_ 112 2 -
Pi‘ﬂc!ad390.(—$—;-)—+%=‘l, y20, A=130)

Redent: .



Necht vektoroud funkee f md spogité parcidind derivace v hvézdovité oblasti G C E;
‘a nechf Egt__f____O_LG.. Potom vektorové pole f je potencidinf v G.

k. o BudiZ ddno vektorové pole f a) ovéfte, Ze f je Qotencxé.lnf v G, b) stanovte jeho
:‘%‘potenclé.l c) Vypoététe / f ds, Jesthie

F"Pitklad 475. [ = (32%y - 3%, 2° ~62y), A=[1,3},B= 12,1, G=E |
. Rejenf: a) -Jeliko# funkce f; a f; jsou spo_uté a dxferencovat,elné veelm E; je G-
& jednoduse souvisl4 oblast v Ep, (hvézdovitd v Ej3 ), pa.k k ovérent, Ze f je potencidln{

onh _of
v G C E; sta®{ zjistit, zda a B’
a_f.l.‘_ 2 % = 3.2 . s a1
: By - 3z - ) Bz 32° — 6y. Ano, fje Eot.enc?élnf v ,
o 3'1’1 oy ' '
b - b) f = grody = ( 3" By )
A (=) 3 [z}
L [Cra-] M 4o 4 By [ ay = vt - Hoaw).
' {zo.m0] (sowa] Y% ‘ 31‘ [za.wa]
: : [=4]
Zvolime (Zo, y0) = (0,0) : ¥(z,y) = j[. ] (3z%y — 3y2) dz+ (* - (_izry) dy=
‘ : _ 0.0] .
‘ ( vime, e integrdl nezdvisi na cestd, proto zvolime "' -
lomenou &ru  [0,0) — [2,0] — [z, y]) S - I | ]‘
' [[0.0]--”:.0] 1 y=0dy=0 ] ‘ l0.0]] T o s
(2,0} ~+ [z,4] : z = konst.,dz =10 . L . -
{z.0) [z}
f f f 0da:+f (z* ——ny)dy = 3oy - 3my
3 0,0 [=0]
(z Y=z y 3zy +C,
g ‘ [2.11 :
z 0 f 2= v - v, 3)= (8- 6)— (3—27) = 26. .
3l ' ' .

- Piklad 476. f = (2 2 cos y.—z sin y),' A=(2,0, B=[4,/2), G=E
~ Redent: a) Oblast G je opét jednoduse souvisld oblast a plati

88? = —2zsiny, % = -2z smy — fje J_potenciélni v E .

o =] l= 0l ol
b) ¥(z.v) =[ 2zcosyd:c z smydy f
‘ (0,0} [o,o] &0

= [Eﬂ.ﬂl-—-*[x.o]:y-(),dy =0 ] / 2z dz f T mnydy-:r +z [cosy]
j£,0] — [z,9] : 2 = konst.,dz =0

=z 4 zlcosy — 12 —> v,b(a:,y)—z oosy+C



/2 ) ) .
C)f U Fds =9, m/2) — 9(2,0) = 16cos = — 4cos0= 4.  m
o - O TG T IR TEEEE T T

Pitklad 477, f (3z*y —2* +22,2° + 2z - 3,y —2:1:z+2z:+5), =[0,1,1],
=[3,0,2], G =E; ‘A '

Resen{: a) Oblast G je hvézdovits v E;,

i i E
of=l U E % . |7

_ 3z’y—z’+2z P +oyz-3 y?—,-_ﬁ,z}?m:}-ﬁﬁ‘
=(y-2,—22+2+2:-2,3? 3% =0 — fjepotencidlniv E; .
:b) ¥(z,y,2) = - ‘

3] ‘ ' g
=f (3x’y ~ 2+ 22)dr+ (2 +2yz - 3)dy+ +(y} — 232+ 2z + 5)dz =
000) a o = |

fl‘lonol f[’m-ol ./'[3|Uu'}
{0,0,0) [=.0,0) [z..0]
[0,0,0] —r {z,O._O] y=0dy=0,z= O,dz =0 '

|=oo]-.[=,.,,o;»¢==o,' =0,drm0 ‘ . [%,0:0
[£,0,0] — [, 3,2) : dz =0, dy =0

fﬁdw-l-f (z° -3)dy+f (v -2:r.z+2:c+5)dz- , |
2y -3y + Pz —xt + 202+ 524+ C,

" 10,00

[s.02) ,
d/{ f-33=¢(3.0,2)—-¢(o,1,1)=7. . ‘ o om

011|

PFtlad 478, Urtete oblasti G C Ey, v mchi je pole Fes (% ~ L ay-5) i+

+(l -—=+ 2z + 11) J potencuilnf a stanovte Jeho potencxé.l 1,0(:.*:, ¥)
plﬁ\ufcfv podminku ¥(-2,2) =

Redent: Gi={z.vl€ E5s>0,y> 0}, Gy={lz,y] € E5; 2 <0, y > 0},
Ga—{[.’ﬂ,y]EEz,.’B>0 y<0}, Gy = {[z, y]GEg,a:<0 y<0}

playy 0%t O -;1~—l+2 tody Jo potenclé.lniv G’;,:—-l 2,3,4.

By Oz 2
Y L s S 1 -
Déle je $(a,y) = f[_l,ll(;'f Lrw-s)t (C-Grmet)a=
Vybirdme cestu od [-1,1] do [z,y) v G2, ol 7

protoze dany bod [-2,2] lezi v G2 .

R —ima: y=1dy=0 o o =1.1)
[z,1] — [5,y] : z=lkonst. dz=0
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4
b

C =/:(1-;14—3)d:é'+f(%'—“£+2z.-+-ll).dy [ 2:c+—] +[y+ +2zy+

1
+11y] =—2z+-—2+1+ +y+2xy+lly-—l—-m—2z—11--

=;+ +2zy 5x+11y+0

'#(22) 0: —1+1—s+10+22+c 0 — o=-22
(I:b')"--'- +2a:y 5x+11y 99" " pro [-'B.y]EGg SO o

_‘_ Priklad 470. Uréete oblast G C By, v niz jé vektorov funkee f = (%}—- “WE)' spojité

a rozhodnéte,‘ zda f ds nezé.vxsi na cuté v G V kla.dném pﬂpa.dé

. N -2 -°
vypoltéte f f . d_;.
P ["' |2|
ﬂe&em’ G‘ {{x,v] € B2,z > 0} . s o1 L
1_9h 'Lv
2 f ds nezé,v:sf na cesté protoze R = 75
(4.-2] [4-3) .2 (3 - li *2]
[ N s = dx+4yf dy /
g TERCE 2 Jua

[l2]—b[42] : y=ddy= Dze(14) onentlcelhecky,)emnhhsniuparmetrizad _
[4.2] —[4.-2]: == 4dz=0,ye(—22} wmtacaﬁuetky;enepouhlunilpumetmld

deHf sy 2dy=[8v3 + [41,2] .

{ el d480 Je déna funkce Wiz, yl = oy + 2512, Uréete _a) silové pole f, jelioﬁ
potenméiem je funkce ¥(z,y); b) pré,ci sily f Eﬁ pohybu z l_:odt_x
= [1,1} do bodu N =[-2,3]; "«¢) pricisily f podél kfivky ™ "~~~ ‘
J.; ¢: 2 + 4y =4. ‘
| etent: ) F=gradp — F= (327 + 2z, 2° + 20%y);
' b) A= / f b = (otoet sk a cnt) = ¥(M) — W(N) =
= (——24+36)—~(1+1) = ]_=|]é

Gasdidee o ow

N . .
"":"'fﬂdadd.al Vypoététe f [ E-;, kde M ={1,0,¢]; N = [2, ~1,€?], vite-li, Ze pole [ je
potenc:élni v oblasti G C Ej, jehoz potencuil je funkce ¢(z,y, z) =xflnz.

“ Urgete té oblast G. ' ‘

' Re.ien{ G= {[x,y,z]EEs,z>0},/ f ds— (M) gb(N)—2Ine -0=4
3 .



= z z 1
496'-f=(z_-—?y—z'h._l(x_—y)+$)

GCEy:iz>p1>0 -
v=:l(z-p)+2/z+C

IV.7. Greenova véta

Necht’ 1 ) vektorovd funkoe = (f1, f2) md spojité parctdtm’ dcnvace v oblasti G C Eg,
2) kfivka c C G je Jednoduchd uzavfend klodné onentomma po Edstech hadkd,

3) intc C G. Polom
$7 ds-fflmfzdy [[ (% afl o) doay.

Disledek:  P=[[ dzdy= 2f _ydz +zdy,
T inic .
kde P je plogny obsah rovinného obrazce: omezeného uzavienou khvkou ¢

; Pi‘l‘k!ad 497 Pomocf Greenovy vity spottéte cirkulac vektorového pole
1 = (27 + 3y,5z — y — 4) po obvodu AABC ve sméru A — B — C

kdeA [1,0, B = [1,-3], C = [~3,0].
‘_ }feﬁem erkulace [= f. e 3k = f (2:1: + 3y)d:r+ (53: y- 4) dy

e prie s e B

(orientace kfivky c ja zéporné, proto pled dvojnym integrélem je maménko m:nua)

-12

;-Pt‘ﬂdad 498 Vysettete existenci mtegré.lu f (ln (z* + y*), —2arctg g) - ds a rozhod-
ﬁ néte o moznosti uziti Greenovy véty k jeho vypottu, jestlize ¢ C E;
: je kladn orientovand kiivka a)2+y?=1, b)(z-1)"+ =1,

¢)(z~2 2492=1 d) ¢ je obvod Etverce s vrcholy A = [1,0],
B=\0,1,C= —1 0], =[0,- 1] 'V kladném pﬂpadé vypoétét.e

integral p,omoci Greenovy visty.
gﬁeﬁcnf Integril (ln (2% + y*), —2arctg = ) .33 existuje v Ep — [0, 0], protoie
funkce In (z* + y’) Je deﬁnovaina jen pro P y >0a . hnfo . In (:l: + 3

= —oo;

funkce arctg Y nen( deﬁnovﬂ.na pro z =0, ale je omezené (la.rctg l < = )
Greenovu vétu lze pouZit za pfedpokla.du, ie €, mtc C Eg [0 0]

Integral existuje, ale nelze pouZit Greenovu vétu .




- b) Integral neexistuje a nelze pousft Greenovu véf.u .

Integral existuje a lze pouZit Greenovu vitu.
c) Provedme tedy vypoéet. '

z

- (220 NI _
:ff*d”f"‘” ek wir= [ (s 1+(y/x)2 = z=+y2) th

=ff Od:cdy 0.

inl ¢

d) Integrsl existlljé;_ ale nelze-pouiit: Greenovu vétu:. :
Pi‘ﬂdad 498. Je déno vektorové pole f %}-ﬂ G=E;— [0 0].
a) Ovéfte, e plati ai 5afz G, b) Vypottem integralu f Eg, .
kde ¢ je zéporné orientovand kruznice § =0, 0] r=2, se pfmvédét.e,
- e pole neni potencisini v G ‘
6f 6f2 —z? +y
Redent: £ R e LW AV E
enf: a) AP
. _ . (n:—y)d':?+(ar.+y)dy_
) Cirkulace .r'_'ff A St el
| e: a=2c0s, - V‘dz——hmt ) L t € {0, 2) |
= . y=2sint’ 1. dy Zoost | Wtivka je nesouhlasné =
oL o onentwmispuametﬂnd
o0 _aoont - sint)sint £ 4(oo e
=""f " —4(cost sx_nt)s_mt:4(cost+smt)cqs.t‘dt=_ dt'=~21r.
0 N

' Pole  nenf potencidinf, protose f fazo.

K vypoétu tohoto mtegrélu nelze’ pouzit Greenovu vétu, Jelllmi bod _
 nespojitosti [0,0} € int ¢ = {[z,y}i2? +4? <4}’ g - m

Pitklad 500. Uréete: cirkulaci vektorového pale f = —y f+ zj po kladng orientované

ktiveec=c Ucg, kde ¢1: 22 —22+32 =0,y 2 0; ea: y=0, z€(0,2),
a) pHmym vypottem, b). pomoci Greenovy véty

Relent:

e:(z=-12+y*=1y>20
¢:y=0,z€(0,2)
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2.5 Definice. Rikdme, %e k¥ivka ¢ : {a,b) — R™ je po &stech hladks, existuje-li
déleni
Dig=th<t ;) <..<t,=b

intervalu (a,b) takové, Ze pro kazdé i € {1,...,n} je kiivka
Vi = (pl(t"—l,t-')
(tzn. Dy = (ti1, 8}, Ys(t) = (t))

hladkym obloukem.

[ 2.6 P¥iklad. Nakreslete geometrické obrazy dangch kfivek a rozhodnéte, které |
2 nich jsou

¢ jednoduchymi kiivkami;
s uzavienymi kfivkami;
e jednoduchymi uzavienymi kiivkami;
e hladkymi oblouky;
» po &4stech hladkymi kiivkami:
a) @q(t) := (3 + 2cost,2 + 2sint), D, = (0,2m);
b) @s(t) := (3 + 2cos(2t),2 + 2sin(2t)), Dy, = (0,2m);

2000t

0 pelt) = (25, 3%, D, =R;
d) (Pd(t) -:= (tl! |t|)1. DIM = ("2:2>

Refend.

PG W

Obr. 2.2: {p,) z pf. 2.6a) Obr. 2.3: {ps) z pE. 2.6b)

Neni t&7ké si rozmyslet (a pfitom ndm pomohou i geometrické obrazy danych
kfivek zndzornéné na obrizcich 2.2-2.5), Ze




12 , Kfiivky v R™

2000
z
2000 t=-1
- t=—5 2 -1 =9 1
i
Obr. 24: {p,.) z pf. 2.6c) Obr. 2.5: {@4) z pf. 2.6d)

¢ jednoduchymi kfivkami jsou ¢, a @g;

e uzavienymi kfivkami jsou ¢, a @;

¢ jednoduchou uzavfenou kfivkou je pouze kfivka ¢,;
® hladkym obloukem neni Zidnd z danych kfivek;

¢ po Castech hladkymi kiivkami jsou ¢, s a ¢g.

~ A

2.7 Nékolik poznamek (k piikladu 2.6).

e pro kiivku ¢(t) := (3 + 2cost,2+ 2sint), D, = {0, 3x), plati {¢) = (p.) = (),
ale ¢ neni uzavienou kiivkou;

» neexistuje hladky oblouk, ktery by byl parametrizaci {pa);

e pro kiivku (t) = (£3,1t3)), t € (—¥/2, ¥2), plati {p) = {@a), ale v neni po &Astech
hladkou kfivkou.

2.8 Cviceni. Nakreslete geometricky obraz dané kiivky ¢ definované na intervalu I
a rozhodnéte, zda se jednd o jednoduchou kiivku, uzavienou kfivku, hladky oblouk
a po &astech hladkou kiivku:

a) @(t) := (cost,2 + arcsin(cost)), I = (—x,7);

b) (t) := (2sint,4cos’t), I = (0,%);

¢) p(t) :=(t2 -2t +3,82 -2t +1), I =(1,+00).

a) U= {(z,y) €R*: 3z+2y=1 A z€(1,3)}

[2.9 Piiklad. Parametrizujte mnoZinu £2, je-li
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b) Q= {(ay) eR: £ +E=1);

¢) = {(z,y,2) ER®: 2?2+ 42+22=9 A 2z+y—3z2=0};
d)Q={(z,p,2) €R®: 22+ +22=4 A 22 +y* =22 A 220}
Redent.

a) A={(z,y) eR?: y=122 A z€(1,3)} = (@), kde

oft) = (t, 1—‘25‘3) . te(1,3).

b) Dand mnoZina je elipsou s poloosami 2 a 3. P¥i jej{ parametrizaci nam dobfe
poslouZi tzv. zobecnéné poldrni soufadnice:

2 2
Q = {(2r cost, 3rsint) : (2r cis t) + (3r s;nt)

= {(2cost,3sint) : t & {0,2m)},

—1AT2Z0AtE(0,2m)}=

a proto
2 = (p), kde p(t) := (2cost, 3sint), t € (0, 2n).

c) Mno%ina Q je zfejmé kruZnici v prostoru (se stfedem v bodé s = (0,0,0), polo-
mérem r = 3 a lezici v roviné 2z +y — 3z = 0). V piikladu 2.6a) jsme si ukdzali,
#e mnoZina

{(z,y) € R?: (z,9) = (3 + 2cost, 2+ 2sint) =
=(3,2) + 2cost (1,0) + 2sint (0,1), t € (0,27)}

je kruznici (v R?) se stfedem v bodé (3,2) a polomérem 2. Podobné lze ovéfit
(a rozmysleme si to podrobng), Ze mnoZina

{(x,y,z) € R?: (z,y,2) = (81, 82, 83) + T cost (u1, uz, ug) + rsint (vy, vg,v3),
t € (0,2m)}

WL

je kruznici (v R®) se stfedem v bod& s = (s1, 92, 33) a polomérem r, kterd ,leZi
v roving, jejimi# jednotkovymi navzdjem kolmymi smérovymi vektory jsou

u= (ul,U2,U3) av= (UJ)U%US)-

Nyni se vratme k naSemu tkolu. Stfed s a polomér r uZ zndme. Sta¢i najit
(libovolné) dva vektory u a v viie uvedenych kvalit. K tomu sta&i zvolit v roviné
2z + y — 3z = 0 dva (libovolné) linedrné nezévislé vektory, napt. 4 = (1,-2,0)
a ¥ = (3,0,2) a zortonormalizovat je:

E
<
S| &

(6,3,5),

U =

]

_ Y= — (0 - uwu 1
- 5(1, 210)) (

| 15— (- upul V70

=]
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kde 7 - u = (3,0, 2) (7- 75, 0) = 73 je skaldrnim souinem vektor ¥ a u.

Méme i jinou moZnost, jak najit vektory u a v: zvolime libovolny jednotkovy vek-
tor le#ici v roving 2z +y — 3z = 0, napfiklad u = & = 2=(1, —2,0), a vypotteme
v jako vektorovy soudin vektoru u a Jednotkcwe}];)[r normaloveho vektoru roviny
2r+y—32=0,tj. vektorun—T(Q 1,-3).

Zavér — jednou (z nekone¢né mnoha) parametrizaci mnoZiny {2 je kfivka

1
@(t} :== (0,0,0) + 3cost (6,3,5) =

1
WAs ﬁ
3

6
= 8 sint, ——=cost + —==sint, —— smt) , t € (0,2m).

1
“(%“’S”'\/F—o "5 r \/—

d) UkaZme si dv& z moZnosti, jak lze postupovat. Prvni, vyuZivajici cylindrickych
soufadnic, vede k vyjadfeni

—2,0) + 3sint

Q= {(rcost,rsin't,z) eR¥: rP422=4Ar2=2rcost Az=0A

= {(rcost,rsint,z) eR*: z = VI—rZ Ar=2cost AT20ALE (—mm}=
= {(2cos®t,sin(2t), 2|sint]) e R®: t € (—% %)}

a k parametrizaci
@1(t) := (2cos?t,5in(2t), 2| sin|), Diy = (—— —)

Druhy piistup je zaloZen na pozorovani, Ze

Q= {(g,y,2) eR®: (c- 1} +y*=1A2=V4-22}=
= {(cost +1,sint, /4 —2(cost +1)) € R*: t € (0,2m)},

a proto §1 = {2}, kde

t
@a(t) := (cost +1,sint, V2~ 2cost) = (cost + 1,sint, 2sin 2) Dy, = {0,27).

A



16

Kapitola 2

Krivky

Privodce studiem

V tomto oddilu uvedeme nékteré zdkladni’ informace o kfivkdch, které budeme
v daldim vykladu potfebovat. Soucasné uvedeme grafy nékterych ¢asto pouzi-
vanych kfivek, na nichZ budeme pfislusné pojmy demonstrovat.
V inZenyrskych aplikacich chdpeme intuitivné pod pojmem Kfivka Céru (tra-
jektorii), kterou opisuje bod pii svém spojitém pohybu, tj. mnoZinu véech poloh,
které bod zaujal béhem svého pohybu.

Cile

Po prostudovéni této kapitoly budete znit pojmy
e parametricky zadana kfivka,
o tedny a normélovy vektor rovinné kfivky,
e parametricky zadand prostorova kfivka,
¢ délka rovinné a prostorové kiivky,
e parametrizace a orientace kfivky.

@ Priklad 2.1. Najdéte soufadnice hmotného bodu pohybujictho se po prodlouZené cyk-

loidé, zndzorm&né na obr. 2.1. ProdlouZenou cykloidu opisuje bod nachézejici se v ro-
viné kruZnice, majici polom¥r a, kterd se kotali po pifmce. Bod je s kruZnici pevné
spojeny a jeho vzdalenost od stfedu kruZnice S je rovna d, pfiCemZ d > a.

Resent, Oznaéme r thel, ktery svird privodi¢ bodu P, opisujiciho prodlouZenou cyk-
loidu, s kolmici, sestrojenou ze stiedu S kotélejici se kruZnice na osu x. Tento dhel je
orientovdn po sméru pohybu hodinovych rudi¢ek. V kartézské soufadné soustaveé jsou

soufadnice bodu S pak x = at (délka kruhového oblouku odpovidajictho ihlu 7) a
y=a.
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'

an 3am I Sam X
“ Obr. 2.1: ProdlouZen4 cykloida

Hodnota soufadnic bodu P prodlouZené cykloidy je vzhledem k bodu § jako
poddtku soutadné soustavy ztejmé (—d sint, —d cos t). Celkoveé je tudiZ

x=at —dsint, y=a—dcost.

Pro &ast prodlouZené cykloidy na obrzku je zvoleno ¢ € (0, 57).
Poznamenejme, ¥e pro d = a dostdvime obydejnou cykloiduaprod < a zkrdcenou
| _cykloidu. ' A

Intuitivni ptedstavu o kfivce z poddtku této kapitoly je tfeba zpfesnit a vyjadfit
matematicky. Pfedstavme si, Ze hmotny bod se v ur¢itém ¢asovém intervalu J pohy-
boval pod t&inkem néjakych sil v prostoru nebo v roviné. Tento pohyb je zcela urcen,
znédme-li polohu pohybujiciho se bodu v ka?dém Zasovém okamZiku ¢ € J. Poloha
bodu v prostoru je viak jednozna¥n¥ urlena jeho polohovym vektorem r vzhledem
ke zvolenému poddtku O soufadné soustavy. Pohyb bodu je tedy matematicky popsan
vektorovou funkef r(t), kterd je definovéna pro ¢t € J a jejiZ hodnoty jsou polohové
vektory pohybujiciho se bodu vzhledem k bodu O. Hodograf této vektorové funkce
predstavuje tedy trajektorii (drahu) pohybujiciho se bodu. V tomto pojeti by tedy méla
byt kfivka hodografem této vektorové funkce. (Pfipometime, Ze hodografem vektorové
funkce r(t), t € J, rozumime obor hodnot této funkee, tj. mnoZinu koncovych bodi
vektorG r(f) v R2, resp. v R3. Je zfejmé, Ze rlizné vektorové funkce mohou mit tenty?Z
hodograf.) Ukazuje se viak, Z¢ nenf vhodné definovat kiivku jen jako mnoZinu bodi,
ale Ze je i dileZité, jakym zpisobem bod k¥ivku probiha.

UvaZujeme-li pohyb hmotného bodu vlivem t¢inku sil, pak vektorova funkce,
ktera uddva polohu tohoto bodu v &ase ¢, nemiiZe byt libovolnd. Napf. podle zdkoni
mechaniky je zfejmé, Ze neexistuji sily, které by hmotny bod pfemistily z jednoho mista
na druhé v nulovém &ase, tj. skokem. Tedy trajektorie bodu se musf ménit spojit&, coZ
oviem znadi, Ze funkce r(¢) musi byt spojitd. Pak by bylo moZno chépat kiivku jako
hodograf spojité vektorové funkce. ‘

Lze ale na ptikladech ukazat, Ze takto chépand kfivka miZe byt zcela vzdélena
na$i predstavé o kiivce. Hodografem spojité vektorové funkce miZe byt napf. Ctverec
nebo krychle, co¥ jisté neodpovid4 intuitivni pfedstavé kfivky (viz napf. [3, str. 374]
nebo [1¢}, str. 3]). Je tedy zfejmé, Ze na funkci r(#) musime kldst dalsi poZadavky, aby
odpovidala naf intuitivni pfedstavé o kfivce. NeZ tyto poZadavky budeme formulovat,
zavedeme dva pomocné pojmy.
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Napt. elipsa z piikladu 2.2 je reguldrni, zatimco obvod &tverce je (pii rozumné
parametrizaci) po ¢dstech reguldrni kfivka.

UvaZujme dveé kitvky

K: rm®O=ti+:tj, te(=11),

L: rG)=si+5j, se(=LD, @D
Podobng jako v (2.3) jde o dvé& oteviené tsetky, které tentokrét vzhledem ke zméné
intervalé z (0, 1) na (—1, 1) spojuji body [—~1, —1]a[l, 1].

Pro kfivku K plati rj(t) =i +j # 0,¢ € (-1, 1), takie je to reguldrni kiivka
(stejné jako prvaf kiivka v (2.3)). -

Pro k¥ivku L plati 5 (s) = 3s%i +35s%j,5 € (=1,1). Tedy r;3(0) = 0,0 e (-1, 1)
a tato k¥ivka nenf regulérni (na rozdil od druhé kiivky v (2.3), kde 0 ¢ (0, 1)).

Kfivky K a L nejsou ekvivalentni (na rozdil od kfivek z (2.3)). Pfipustime totiz, Ze
by existovala transformace parametru ¢(s) splifujic (2.4). Derivovanim této rovnosti
dostaneme (s pouZitim pravidla pro derivovdni sloZené funkce aplikovaného na sloZky)
1 (g(®) - ¢'(s) = ry(s), s € (=1, 1). ProtoZe rie©) =i+ j#0ary0) =0,
mus{ byt ¢’(0) = 0, coZ neni piipustné.

Pozndmka. Lze dokézat, %e prosté regulérni kfivky jsou ekvivalentnf pravé tehdy.
kdyZ maji stejné trajektorie — viz napf. [6].

_ _ ,
Piiklad 2.3. Zjistdte, zda k¥ivka dand parametricky
rovnicemi (o
S
x=acost, y= asinot, te0,2n), (2.8)
i a

je reguldrni. 0 x
Regent. Uvedehfl ld'i\}ka se haiivé asteroidaa je zné- |

zornéna na obr. 2.5. Asteroidu opisuje bod P, ktery
se nachdzi na obvodu kruZnice s polomérem a/4,
kters se kotdli zevnitf po kruZnici o poloméru a.
Predpoklddéme-li, Ze v&t3{ kruZnice je ve stfedu kar-
tézského soufadného systému, vyjadfuje parametr ¢
thel, ktery svird privodil stfedu malé kruZnice s klad-
nym smérem osy x, orientovany proti sméru hodinovych rucicek.

Derivovénim dostaneme r'(z) = —3a cos?¢ sint i + 3asin®¢ costj. Pro hodnoty
t =0, /2, 7,31/2a2n je vektor r'(¢) = 0, tedy kfivka nenf hladka. Lze ji ale rozdélit
na &tyfi k¥ivky, kaZd4 z nichZ je hladka (po transformaci parametru, kterd oviem neda
ekvivalentni kfivku, ale pouze kfivku se stejnou trajektorif — viz pfirozeny parametr
ni%e a pHklad 2.4). Z¥ejmé asteroida je jednoduchd uzaviend kfivka. A

Obr. 2.5: Asteroida |




3.3 Aplikace kfivkového integrdlu I druhu

Pomoci nich uréime délku elementu kiivky ds = /(~1)2 + 42 + 22 dz = +/21 dt.
Nyni dosadime do daného kiivkového integrilu a pfevedeme jej na jednoduchy:

‘ . 1
I=[(x+y2—z)ds=f [2—16)+ (=1 +4D2% — (1 + 26)]/21 dt.
K 0

V ziskaném integrdlu provedeme tpravy integrandu, uréime primitivni funkci a dosa-
dime do primitivni funkce horni a dolni mez integrélu:

1 1
1., 16 11
1=f 2 — 11t + 169321 dt = +/21 [2:——t2+—t3] — /31,
0 . : 2 3 0 6

3.3. Aplikace k¥ivkového integralu L. drubu

Pfi odvozovani vzorch pro aplikace kfivkového integrilu I. druhu budeme pouZivat
symbolicky ptistup, ktery sestaveni vzorce zjednodusuje a zpriihlediiuje. Tim se oviem
dopoustime, co se ty¢e ryziho matematického postupu, jistych neptesnosti. Presng&jsi

postup spociva v odvozeni pfisluSného vzorce podle definice uvedené v odstavci 3.1.

Délka kiivky

Kfivku K rozdélime na elementy, jejichZ délku ozna&ime ds, a délky t&chto elementd
»s¢itdme®. ProtoZe t€chto elementi je nekone&n& mnoho a jsou nekonedné malé, séitani
se provede pomoci integrélu.

Tedy pro délku kfivky, kterou oznaéime m; (X ), dostaneme vzorec

ml(K)=f ds. (3.95)
K , . B

Viimnéte si, Ze spréVnost vzorce plyne z (2.10) a (3.4).

Pfiklad 3.2. Mezi dvéma sloupy, vzddlenymi od sebe 4 m, je napnuto lano. Vlivem
vlastni hmotnosti se lano prohne do tvaru kiivky, kterd se nazyvé Fetézovka. Priihyb
lana je schématicky zachycen na obr. 3.3. Zavedeme kartézskou soufadnou soustavu
s osami x a y, kde osa x prochdzi patami sloupd, osa y je uprostfed mezi nimi. V této
soufadné soustavé je fetézovka popsana funkci y = £ (e*/% + e7*/9), a > 0. Vyska
nejnizsiho bodu kiivky nad rovinou je 1,5 m. Jak4 je délka prohnutého lana? '
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KFivkovy integrdl I druhu

ryd

Reseni. ProtoZe ve zvolené soufadné soustavé je nejniZif
bod v poddtku a y(0) = a,jea = 1,5.

Nynf sestavime parametrické rovnice fet€zovky. Jako
1 parametr ¢ je vhodné volit x-ovou soufadnici, tedy x = .
: Pak t € (-2, 2).

Pro y-ovou soufadnici vyjde y = § (e!/9 +e~t/), kde
. . . a=1,5. :
-2 Co2x Déle vypotteme diferencialy prom&nnych. Dostaneme
Obr. 3.3 dx =dt, dy=3(e"/?—e/*)dr.

QOdtud uréime délku elementu kfivky:

ds = \/x”z(t) + y'2(t) dt = \/1 + %(e‘/“ —et/)2dt =

— ‘/1 + %(eZt/a — 24 e-2t/a) dr = \/%(em/a +24+ e—-2t/a) dt =

= \/ MNet/a fet/ay2dr = 1 ("% + e”"/%) ds.

Pro délku kiivky tudiZ dostaneme:

2
mﬂK):f ds:f %‘(e‘/“+e—’/“)dt.
K -2

Po uréen{ primitivn{ funkce a dosazeni mezi celkové vyjde:

o a 2
o (K) = -?2_ [et/a _ e—-t/a]

2
= a(e?/® — e~2/%) = 24 sinh .
Dosadfme-li za @ hodnotu 1,5, bude délka prohnutého lana rovna pfiblizng 53m. A

Hmotnost krivky

Pokud mé k¥ivka specifickou hustotu o konstantni, pak jeji hmotnost je rovna soudinu
jeji déiky a této specifické hustoty.

Pokud viak neni specifickd hustota konstantni, ale je zdvisld na tom, v jakém
bodg k¥ivky se nachdzi, tedy p = p(x, y, z), pak hmotnost kiivky vypoéteme pomoci
integralu takto. ‘

Kfivku op& rozd&lime na elementy, délku elementu oznagime ds. V kazdém bodé
elementu je specifickd hustota p(x, y, z). Hmotnost tohoto elementu dm je ptibliZzné
rovna soudinu hustoty ve zvoleném bodé elementu a délky tohoto elementu, tudiZ platf
dm = p(x, y, z)ds. '

Celkovou hmotnost kiivky ziskdme tedy tak, Ze seSteme hmotnosti téchto elementd,
coZ vyjadfime vzorcem :

m=f dm=f o{x,y,z7)ds. (3.6)
K K



l'g’\

4.3 Aplikace kfivkového integrdlu II. druhu

49

Piiklad 4.2. V kartézské soufadné soustave je zaddno rovinné silové pole (£2, F), kde
Q={x,y] € R?:y > 0} a F = ==L Vypoltite prici, kterd je vykondna pfi

A
ptemist¥ni hmotného bodu po parabole y = 1 + x? z bodu P[2, 5] do bodu QI[0, 1]
v tomto silovém poli.

Reseni. Nejprve kiivku K vyjddiime parametricky.

Jestlize zvolime za parametr ¢ soufadnici x bodu paraboly,
dostaneme parametrické rovnice kfivky

K: x=t y=1+1* 1te{0,2).

Kiivka je nesouhlasné orientovand s touto parametrizaci.
Dile uréime diferencidly soufadnicovych funkci:

dx =dt, dy=2tds.

Pro nizornost je na obr. 4.3 nakreslen bod R kfivky K majici
soufadnice [1, 2] a pfislu§né vektory r'(R) =i +2ja F(R) =
(—i — 2j)/+/5. Vykonan4 price A bude

K

N

Dosadime-li nyni do integrdlu za jednotlivé vyrazy jejich parametrické vyjadfeni,
dostaneme (orientace je nesouhlasnd s parametrizaci)

A=—

2 tdt — (A +1H)2tde _fz (283 + 3ty dt
0 124+ (1+12)2 0o VEEF3Z+1

Po substituci 4 + 3¢2 + 1 = z2 dostaneme

29
A=—"[ dz = /29 — 1.
’ 1

Tedy p¥i pohybu po zadané kfivce sila vykonala kladnou préci. A

Pojmy k zapamatovani

— integralni soudet pfislugejici kiivkovému integrélu II. druhu,
— orientace kiivky a jejf vztah k hodnotg kiivkového integrélu II. druhu,
— préce pfi pohybu hmotného bodu v silovém poli.




9. KRIVKY - PARAMETRIZACE, TECNY

Dalsi pfiklady na procvi€eni TRIAL[x] 604|

9.1. Parametrizace kiivek. Nafrtnéte graf nasledujicich kiivek a do-
pliite intervaly I; u parametrizaci -y; tak, aby se jednalo o shodnou
kivku

M) 7: ("’Et)) (315)te10,
()= (i) v

¥ ) ,te ks,
@7 (z%* ) - () e
= (eea) e,

—_

[ 1)
o e
«
o
— L
/—-\

Y3 -

I
Py
< 8

(
(
ETE (; = (\/ﬁ tely,
@ (39) = (1) e @00
ni(5) = (%) et
s (5i) = (2) e
s (565 = (o) <

9.2. Teény krlvek Naleznéte te#nu kfivky v daném bodé& T. Nakreslete
obrazky

(1) (xftg) (;?E(i))) .t €{0,27), bod T' = [%, %3:],
2) ( (t)) (1 +2‘?°‘°’(t)) t€(0,2n),bod T = [1- V2,1 ¥,

t) 1 + sin(t)
z(t) :__ cosh(t) od T — lcos _
(3) (y(t)) (Sinh(t)) ,t € R, bod T = [cosh(1), sinh(1)],



(4) (58) - (xfj((jg) ¢ € (0,27), bod T = [~3,0],

(:c(t)) (cos(t))
(5) | w(t) ) = | sin(?) | ,t € {(—2m, 27}, bod T = [L,0,0],

z(t) ¢



VYSLEDKY

9.1.
(1) 1 =(0,2), I, = (—3 —1)
(2) L ={%,%), I = (m,2m), Iy = (&, 2m), Iy = (-1,0),
3) Il = (-—— %) R, I3 = (1,00)
9.2.
z(t)\ _ 1-+/3t
® (365) - (:ét) teR
1
N

ﬂ
) -} -85
~0.5]

@ (; (t))
® ()

1—\/§+ \/'t
(1 ﬁ ) teR,
cosh(l) +tsmh (1)
(smh 1) + tcosh(1) ) teR,




L e O

z(t)
o (3] - t) een
: z(t)



