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1. Linearita kfivkového integralu

Jsou-li v, 3 redlnd &isla, f, g funkee, pak rovnost

f{af+ﬁg)ds=affds+ﬁjgds (3.9)
Q [V} [

plati, jakmile md pravi strana smysl.

2. Aditivita vzhledem k oblouku

Jsou-li &4, 02 oblouky takové, Ze jejich sjednoceni O = Oy U je rovnéE oblouk a
jejich prinik @) N O cbeahuje nejvide krajni body obloukd, pak rovnost

[ras= [ 1as = [fds+ [1as (3.10)
o AU0; o &,
plat{, jakmile m4 pravé strana smysl.
3. Element délky oblouku

Srovnani vztahu (3.2) s defini®nim vztahem (3.8) ukezuje, e vzorec pro vypodet
délky oblouku miZeme psét ve tvaru

b
(0) = [ lg@)ldz = [ ds. (31)
a Q

Je tedy pfirozené miluvit o
ds = [Ig(¢}ll dt (3.12)
jako o elementy délky obloukw Uddva-li skaldrni funkee f(x) hustotu v bodE x € O
a jeli x = g(t) pro t € {a,b), pak je pfirozené mluvit o
f(x)ds = f(g{t)llg(t)]| s (3.13)
jako o elementu hmotnosti oblouku.

P¥iklady
1. M4me najit hodnotu integrilu

@ c{r’ds, kde O={(x,y) eR?|y=lnz,z& (12}

Reseni
Zvolme parametrizaci £ = g1(t) = ¢,y = ga(t) = Int. Pak g{t) = (1, %) # 0.

2 2 2
C[m”ds=[t2 (1%)" dt=1]t’1f1+tl2dt=!t\/mdt=

24+l = u, Adt = du
=it =1 = u = 2 =
t = 2 = u = §

5
17 s 1 2 s loanm o
== =-.% == _ %2y

2!11 du 3 3[u 13 3(5 )
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. Mame najit hodnoin integralu

* f {z + y)ds,
1, 5
kde @ je Gsetka 8 krajnimi body A =(0,0), B =(1,2).

Bedent
Zvolme parametrizaci © = ¢,y = 2t, ¢ € {0,1). Pro takio zvolenou parametrizaci
dostavéme tedné pole oblouku g(t) = (1,2) a pro jeho velikost ||3(t)]| = v/5. Nyni
miZeme dosadit .
J+v)ds= [mvEa= 2\/5
o [ =
3. Méme najit hodnotu integrilu

2
!z”+y3ds’

kde O je jeden zévit #roubovice & = rcost,y = rsint, z = i, ¢ € (0,2n}. Oblouk
O je naZrtnut na obr. 3.2 a}.

-1

b)

Obréazek 3.2: Ilustrace ke 3. a 4. pfikladu

Regent
Pro zvolenou pararmetrizaci dostévame teéné pole oblouku

&(t) = (—rsint,reost,r)
a jeho velikost [|g(t)]| = rv/2. Pak

2 L)
z t 8rad+/2
JEEY e
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naz¥vime kivkovym integralem 1. druhu funkce f po kfivce K (také neorientovangm
kfivkowm integrdlem). Vzhledem k tomu, %e kfivkovy integral po kfivce je definovin
pomoci kfivkového integralu po oblouku, daji se zcela pfirozen& na néj pfenést tvrzeni o
vlastnostech kfivkového integrilu po oblouku.

Piiklady

1. Méme najit hodnotu integrilu
3 / (z4y)ds
) K

kde K je obvod trojithelnika s vrcholy A; = (0,0), A2 = (0,2), 43 = (1,0).

Reieni

Kfivka K je tvofena t¥emi oblouky K& = &4 U Q3 U Dy, kde O, je tfisedka A A3, O je
visefka Az Az, O je tiselka Az A;. Usetka AB s krajnimi body A, B mi parametrizaci

x=gt)=A +H{B—A), te (1), (3.15)

Podle toho maji nase tse&ky tyto parametrizace:

g1 (t). z= 0, y= 2t te (01 l)v
) z= ¢ y= 2-2t, te{0,1),
galt) z= 1-t, y= 0~ ° te{li).

Odtud dostaneme

[(3:+y)ds=f(z+y)ds+f(z+y)ds+j(m+y)ds=
K A & &

1 1 1
=/(2t\/Zdt+f(t+2—2:)\/1+4dt+_/(1—c)\/fjdt=
0 0 [i]

3
+§\/5

alen

=[(4¢+(2—t)\/5+1-z)d¢=
0

2. Méme najit hodnotu integralu

.'2. 2 ) da,
Q !(x+y)s

kde K je kruZnice se stifedem v bod& (0,0) a polomérem r > (.

Resent

KruZnici se stfedem v po&atku a polomérem r > 0 mi¥eme chdpat jako sjednoceni
dvou obloukil @, a O3, kde Oy, resp. @ je horni, resp. dolnd piilkruZnice, popsand
jako obraz intervalu {0, n) v zobrazenf g;, resp. gz, kde

g11, 912): {0, 7) = RZ, gi(t) = {rcost,rsint),

=
= (ga1,92:): {0, 7) = R%, pEg{t} = (—rcost, —rsint).
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Pro tuto parametrizaci dostavame na horni pililkruZnici te€né pole oblouku g(i) =
{(—rsint,reost), t € (0,7) a jeho velikost [|g(t)|| = r. Vahledem k symetrii inte-
grandu miZeme psit

f(:z:r"+y“)ds =2[r2-rdt=21rr3.
K 0 -_

. Méame najit hodnotu integralu

]\,/9:2 +12ds,
K

kde K = {(z,p) [ 2* + ¢ = z}.

Reteni

Kfivkou K je krugnice se stfedem v bod (1,0) a polomé&rem 1. Pougijeme parame-
trizaci pomoci poldrnich soufadnic # = pcosy,y = psing. Po dosazeni do zadané
rovnice kruZnice v kartézskych soufadnicich zjistime, Ze v poldmich soufadnicich je
Ifivka K popsina rovnici g* = pcos . Protoge hodnota p musf bt klednd, miZeme
rovnici zkrétit p a dostaneme hledanou rovnici kruZnice p = cosp, 9 € (—3,3), v
polérnich soufadnicich. Odtud jiZ snadno dostaneme parametrizaci

3 . T
z=cos'y, y=cospsing, ¢€{(-33)

Parametrizace je spojitd diferencovatelnd a pro tefné vektorové pole dostdvime

piredpis (—2cos wsin p, —sin® ¢ + cos? ) = (—sin2p, —co8 2}, € (—5, Z). Toto

vektorové pole je spojité a nenulové. Pro jeho velikost plati 1/sin? 2¢ + cos? 2 = 1.
MiZeme tedy dosadit do definiéniho vztahu a poéitat

jﬂz’-ﬁ-y“'ds f\/cos‘rp+oos?<psm pde =

.. 4
2

\/_dsp—

ulq“‘-ﬂ

'
= jomwdga:[sin*p]f;w :

V poslednim kroku jsme vyZili toho, e je |cosy| =cosp pro p € (-5, %)

Ulohy

1. Vypoététe hodnoty nasledujicich integrild:

(8) [ wyds, kde K je obvod obdéinika ABCD s vrcholy 4 = (0,0), B = (0,2),

¢ = (4,2), D =(4,0). 24]
(b) f\/zz + 3 ds, kde K je krugnice 2 + 17 — 20z =0, a > 0. [8a2]
K

2. Vypoététe hmotnost kfivotarého trojuhelnika, Jehoi strany jsou primiky sféry =2 +

y® + 2* = R? se soufadnicovimi rovinami v prvnim oktantu, tj. z 2 0,y > 0,z 2 0,
je-li hustota rozloZeni hmotnosti rovna jedné. &R ]



10. Krivkowy integril

10. Kfivkovy integral

V nésledujicich pFikladech méne zadancu kiivku patametricky pomoci rov-
nic
Yo E=@t)
¥ = @a(t)

Pti potitanf k¥ivkovych lutegréld pro nds bude mit kliovy vfzoam tefnf vektor ¥ = (], %) a vatahy

te{e,f).

ds = |7 dt, a aF = Tdt,
Priklad 10.1:
Eitejte Idivkovy integral
n ¥ =1+t
f(z. yar, kde te {01}
t y=+1-¢
———

felkeni:
Nejprve vypofitime ten spravny teénj vektor

'F=(("_)1+"'(‘/_1“)')“(“‘“z,/llﬁ"z—‘/:ﬁ)'

Odtud miZeme znadno dosazenim do vztehu dF = 7dt vypoéitat drubh§ = integrdld

f(:t,y)a'? f vi+t, V1-1})- (2ﬁ 2‘/—) j 0dt= 0
Pro vypotet prvniho integrélu visk potfebujeme navic jeft# velikost onoho te¥ného vektoru

Pak dosazenim do ds = |7| dt obdrZime

dt
jﬁ\/_\/'\/l——-t_ V2lho l—t’

L T 3 .1y W3
=ﬁ./o. E(m+1—'_—;)dt—m{].n'l+t|—|n|l—tﬂn=m(lﬂ’5—1ﬂ5)=m.

Ptiklad 10.2:
Vypotitejte kfivkovy integral
tox=vVidt
j::yda 2 f(y,—x}dr‘“, kde v te (o).
¥ ¥ ¥=vi-t
Fefieni:

Z ptededlého pifkladu pfipomeneme tefnf vektor ¥ a jeho velikost

1 1 1
(i wis) . Memae
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Daosazenim do vztahu ds = |T] dt dostaneme
o f ' L

VIV v’ o) v
Vipodet druhého integriln je trofku technicky nirofndjéi, je viak op#t zaloZen na vetahu d = 7 dt. Po dosazeni
mime

j;(y,-z)df':j: (VI=E, —v1¥0)- (z:ﬁ _#\/Tt) “=

1 iy 1 1 —
lf ‘/1_‘_ 1+t .,u:lj ;a:/ Lty
20 1+¢ 1—-t¢ 21y 1/(1+t)(1-t) o 1-1t 1+t

fwyds—fJ_J_

Dile pouZijeme substituci
1—t¢ 1—w —dwdw 1 1+4wd
=y — odkud pl; t= dt = —_ =
v 1+4¢° Pyne 14+w?’ (1+u?’ 1-t  2u? # Owl, 10,
& pokrafujeme

L U 01 +u? —4w L | .
jol—z' %= ) o 'w'(1+w=)=dw_2,[o Trw o =2cterdo = 5.

Piiklad 10.3:
Vypoditejte kfivkovy integril

b z=t+cost

@ -[,\/l—i-yda, kde : A te®,3).

Felieni:
Nejprve op#t vypoéitAme tefny vektor

#={({t+coat), (sint)’) = (1 —sint, cost)
a jeho velikost

[ = +/ {1 —&in#)? + cos?t = V2+/1 —sint.
Dosadime do vztahu ds = [7] dt a dostaneme

j\/raa jm\r\/_—mau J‘f Vi emtrd= fj costdt = V2 [aintl§ = V.

-

Priklad 10.4:
Vypotitejte k¥ivkovy integral

bl z = cost

2 : = E-
@ j;m do, kde osme | LSO
e ]

_——
feleni:
Vypotitime tefnf vektor a jeho velikoat
7= ((coat)’, (sint)’) = (—sint, cost),
Zbyvé op¥t jen dosadit do vztahu ds = |7| dt a dopoéitat

H 1
/31yzda=3‘[ xin”mstd‘.t:ﬂj w? dw = [wS];=1,
¥ o G ~

{—sint)? +cos?t =1,
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1. Linearita k¥ivkového integralu

Jsou-li o, 3 redlna ¢isla, f, g funkee, pak rovnost
f(af+ﬁg)ds=a[fds+ﬁ[gds (3.9)
2] o &

plati, jakmile m4 prava strana smysl.

. Aditivita vzhledem k oblouku

Jsou-li O, O oblouky takové, Ze jejich sjednoceni @ = @, U O; je rom&Z oblouk a
jejich prinik & N obsahuje nejvyse krajni body obloukd, pak rovnost

[ras= [ ras =ffd.s+jfds (3.10)
o O1U0, O O
plati, jakmile m4 pravé strana smysl.

. Element délky oblouku

Srovnéni vztahu {3.2) s definiénim vztahem (3.8) ukazuje, Ze vzorec pro vipofet
délky oblouku méZeme psit ve tvaru

3
5(0) = [le®lde = [ ds. (3.11)
a o

Je tedy pfirozené mluvit o
ds = ||&(2)|| di (3.12)
jako o elementy délky oblouku. Udava-li skaldrni funkee f{x)} hustotu v bodé x € O
a je-li x = g(t) pro ¢ € {a,d), pak je pFirozené mluvit o
f(x)ds = f(g{e))&()ll dt (3.13)
jako o elementu hmotnosti oblouku.

Pi‘}_’klady

O,

1. Mame najit hodnotu integralu

[xﬂds, kde O={{z,y) €R?|y=1lnz,z € (1,2)}
[w]

Regent
Zvolme parametrizact ¢ = gi(t) = £,y = ga(t) = Int. Pak g(t) = (1,1) # 0.

2z 2 2
!z’ds:ljt’ (1,%)“ dtnlftz‘/l-i-zl-z-dt:lft\/mdt:

£+1 = u, 2dt = du
=]t =1 =4 =2 i=
i = 2 = u = 5§

1
H“_]_' 1/2 _12 3/‘25_1 3/2 _ n3/2
~2!u du= 5 S = o6V - 2%),

—
p——— ey
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. M4dme najit hodnotu integralu

f (z +y)ds,
o
kde O je Gse¥ka s krejnimi body A = (0,0), B = (1,2).
Resent
Zvolme parametrizaci ¥ = ¢,y = 2t, ¢t € {(0,1). Pro takto zvolenou parametrizaci
dostévime tetné pole oblouku g{t) = (1,2) a pro jeho velikost ||g(t)}] = v/5. Nyni

miZeme dosadit L

f(z+y}ds=f(t+2t)\/5dt=§\/5.
o,

2
o [

. Méme najit hodnotu integrélu

2

!x’iy’

ds,

kde O je jeden zévit &roubovice x = rcost,y = rsint, z = rt, ¢ € {0,27). Oblouk
© je nafrtnut na obr. 3.2 a).

b)

Obrézek 3.2: Hlustrace ke 3. a 4. pFikladu

Resend

Pro zvolenou parametrizaci dostavame tefné pole oblouku
g(t) = (—rsint,r cost,r)

a jeho velikost ||g(2)}] = r/Z. Pak

2 Trag /3
Z 8ra’y/2
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uZili jsme substituce w := sint.

Pfiklad 10.5:
Vypoditejte k¥ivkovy integrél

—_—

(@ L\/1+==+y=da a _[r(z,u)dr'-‘, kde v :::::: te (0,7).

3

.

Felienl:
Vypoditime tefmy vektor

={{tcoat), (tsint)’'} = {cost — tsint, sini + tcost) .
0Odtud mi¥eme snadno dosazenim do vztahn dF = 7dt vypoéitat druby z integrald
f(x,ﬂd?:f {tcost, tsint) - (cost — tsint, sint + tcoat} dt:f tdt = [ls’] =Ll
e o . o ], 2
—

Pro vipodet prvniho integralu potfsbujeme navic jedt¥ velikost te€ného vektoru

"= \/(oost—tsint)2+(aint+tcost]2 =
= vcog? £ ~ 2t sintcost + t3sin® ¢ + ain® 4+ 2tainbcost + £2 cos?t = /1 + 2.

Pak dosazenim do ds = |7] dt obdrZime
f 1+zﬂ+y'da=f Vi+ico? b+ 2ain®t 14+ 2dt =
¥ 0
= 2 1:1,r L 2
=] (1+dt=t+ 8| = (3+7%).
o 37),7 3

e —
—_—

Pfiklad 10.6:
Vypoditejte kfivkovy integral
1 v: z=1cos2t
—ds, kede ] te{0,%
[rVAy’+1 * y=sint 03
.-—'_"'--—-' ’_-_-—-—'_”-—-

fekeni:
Vypoéitdme tefny vektor & jeho velikost
= ((% coa2t)’, (sint)') = (—sin2¢, cost}, = /(- ein2t)? +coa?t = V4sin®z+ 1. cost.

Zova dosadit do vetahu ds = |7] dt » dopoditat

H
\/4sin’t+lcostd£=j costdt = [sinf]§ =1.
o

_

j 1 da—f 1
ViR + L o VTt +1

P¥iklad 10.7:
Vypoditejte kivkovy integral

f(y“.z‘*)dr", kde T
;

66 Frantisek Moina: Refend pitkiady z Matematiky Hi.

Feseni:
Vypotitdme teiny vektor

() )= (4

Odtud dosadime do vztahu & = Fdi s poitdme

v (o) () om [ (5 e[ -

Piiklad 10.8:

Vypoditerte kfivkovy integral

' tom=thyit

» f\/z+y+lds, kde vioE te(L4).

f 5! 2 ﬂ=t—\/£

”——h -
Fefieni:
Vypoditdme tedny vektor
1 t

F={{t+Vt), (t—vt) =(1 —.1——)
7= ((e+ VA, (- Vi) +5 "5

a jeho velikost

I?l=\/(1+2iﬁ)2+(1 2‘/_) =3 1+ =3 4t+1_

Dazadime do vztahu ds = |7} dt a dopoéitime

f‘/ﬁTds—f\/th \/ﬁ j4c+1

=2/1 Jidt+_/: ;Wdt:é[t\/i]:+[\/f]:=

Pfiklad 10.9;
Vypolitejte ldivkovy integrél
2 & Xd ¥: x=i+arctgt 0.1
L2, -2y dF e te{0,1}.
f v y) i, — \/].—-F—t;
Felieni:

Vypotitime tedny vektor

; . 1 t 2442 t
_ ’ / :) . _ =| —=5 .
_({t-{-arctgt) ;( 1+¢ )—(1+1+t2’ /1+t2) (1+t3|v‘l+t§)

Odtud dosadime do vztahu dF = ¥dt & pofitime

j(’- )d-—f(uﬂ —t s uctgyvira) (222 L Y a-
TS TR e ires
£ 1 ) 1 1
=f (24 12 = £ (¢ + arctg?) dt=f (2—amegt)de=f Zdt-j :mtgc=§(m—,r).
o 0 0 [

ey P ——
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Posledni integral fes{me metodou per partes (po &istech)

1 2 1 1
f tarctgidt = [ﬂm‘dgt] —[ ldt=z—l,
o 2 o Jo 4 2

volili jome za f*(t) = ¢ a g{t) = srctgt, odtud ném vyslo g'{t) = 1k & mitdeme vait f(t) = S

[

P¥iklad 10.10:
Vypotiteite kfivkovy integral
3
zy 4 ¥ z=¢
——— s 2y —lnz, %) dif kedk te(l,2
[v\a‘l'fil-::! .[-,(!'| 2, ® y=lnt_ €{1,2)
———— —————

Felieni:
Vypodithme tednf vektor

= 1
=((t’)’,(]nt)')=(2t,?).
Odtud miZeme snadno dosazenim do vztahn dF = 7dt vypolitat druhy z integrali
2 1 42_15
_ 4 2 LU T L
f(2u Inz,z?) dF f(2lnt In#, t)(ﬂt ) jltdt 4[t]l e
.

Pro vipodet prvaiho integrilu potfehujeme navic jeté velikost teéného vektoru

=y + (1) =

Pak desazenim do ds = |7] dt obdriime

=+;1;=%\/4¢4+1.

dzy 1 4% 1 f’ 3. 2 j’
—ds= SVlsdttdt= =4 thntdt=2[t*In¢]] -2 [ tdt=8m2-3,
v V1t dz2 4= v‘1+4t7 i 1 [ ]l 1 —

Piedposlednf integral jame Fedili metodou per partes {po Edstech).

Pfiklad 10.11:
Vypoiitejte k¥ivkovy integral

. g=1
1 ¥ oz=4%
——= s fa ,22) dF kde te {1,2).
| wives el y=ge 07
.
Fedieni:
Vypoditéme teény vektor

() ()= ()

Qdtud miZeme snadno dosazenitn do vztahu i = 7 dt vypoditat druhy z integrald

e 1, 1.1 1 _r n 3 _
L(zy,z?)dr_fl (25:2,#—1)-(—*—,,:)4:_]1 (—1+:)d¢—[lnt—t]l-«ln2—l.

Pro vypodet prvnfho integrélu potiebujeme navic jefitZ velikost teéného vektoru

2
1= (3 o=~ o=y

68 Frantijek Mosna: Redend piiklady z Matematiky [,

Pak dosazenim do ds = |7| dt obdrzime

1 2t 1 %1
—-—da:f —— = 14 dt== | -—di=[nt] =In2.
[rx\/1+8y3 L VItE P | g letdi=lz
Pfiklad 10.12:
Vypotitejte kfivkovy integral
Y = v: zT=1lcost

j;wz Tyids, kde Toml tel2m).
Fefeni:
Vypoiitime tetny vektor

7= {{(tcost)’, (tsint)’) = (cost — tsint, sinf + Lcost)
a jeho velikost

=41+,

Dasazenim do ds = |} dt obdrZime
Ax ax
j3\/z’+y3da=j s\/ﬁ-\/ncm:;j 2/ T+ 8 dt
e o o
a déle pouijeme substituci w := 1+ &3, odkud plyne du = 2t dt, 0 ~ 1 a 2r ~+ 1 + 472, & tedy

gf:'zh/uﬂ ——f \/_dw—— [ﬂ‘*" (1+477)v/1+ 477 -1,

PFiklad 10.13:

Vypotitejte kiivkovy integral
16z e X =t—Int
. ——dy, .
@ [ ke y=avE  PE0Y
Feteni:
Vypotithme tetny vektor
F= (-, @v20') = (1_%, %)
& jeho velikoat,

m=yu-tpeZo el

Zbyva dosadit do vztabu ds = |¥] dt & dopoditat

j\/lf'+84 —f \/;4_:T¢34 ‘t"’ dt= 2[(1— yit = {2t — )" = 41?3 .

P#iklad 10.14:
Vypofiteite kiivkovy integril
' ¢ z=+Ecost
jl\/:z’-tn—y“ds [ f(a:,y)dv'", kde T ms te {0,
+ o ¥ = Visint
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uZili jsme substituce w := sint.

tefeni:
Vypofitdme te€ny vektor
Piiklad 10.5: . 1
Vypotitejte kfivkov§ integral F=llg) W )={-g.1])
WY v: z=tcost : Odtud dosadime do vetahu di = 7dt & potitdme
@ fT\/1+m Tid e j;(x,y)dr‘f, kde o ot o, e ) . —
———— e rrr—a. 3 '3,1"=f 8 =] .._1)dt=f — - = |== = —]| ==1.
—_— [warae= [ (2.5) (-5 (5 -5
Fefeni: -
S‘ Vypoditime tefny vekior
: 7= ((tcost)’, (tsint)’) = (cost — tsint, sint +icost) . Priklad 10.8:
Vypotitejte kfivkovy integrél

Odtud miZeme znadno dosazenim do vetahu dF = ¥ dt vypoditat druh¥ 2 integrdld .
L i H = \/E

[ e U _ _Jlz" 12 f\/z+y+lds, kde LANR te(1,4).
L(z,y)dr—je (tcoat, tsint) ‘(coaf. tsmt,m.u!-!—tcost)dt—[tdt—[zt ]D—zw . ?‘ ., 2 —t— i
rr— P ————— ——

Pro vipodet prvilho integrdlu potfebujeme navic jeSt# velikost teéného vektoru

Fedeni:
Vypoiitdme tefnd vektor

|71 = \/{cost - tuint)2 +(sint+tcost)2 =

. 1 1
= v/cost— 2tsintoost+ 2 ain? £ +ain £ + 2tsintcost + 12 cos t = VI+ . T=((‘+\/5)',(‘—\/3)')=(1+—v1——)
2T 24T
Pak dosazenim do dg = |7] €t obdriime a jeho velikost
- |7 = 1+— +(1-LY -vz 1+——J‘ ““
f\/1+x=+u’ds=f V1+12cos?t + gt /1 +tide = : i)
ki 0

» 1% = Dosadime do vztabu ds = i“] dta dupoﬁt.éme
=f 1+ dt = [t+ Et‘] = —3-(3+1r") .
]

b /‘/m+y+ ds = f\/ﬂw ‘/-‘/u-n —fl %dt
| —2[\/'de+f7 =§[h/-] [f] —.

Pfiklad 10.6:

Vypoéitejte kiivkovy integral =..
1 ¥t z=4cost -
+ L,/—4yn+1“’ ke y = sint te.q). Priklad 10.9:
——— e Vypoditejte k¥ivkovy integral
Felieni: . i x=t+arctgl
Vypofitdme tefny vektor a jeho velikost q f (v, —zy)dr ; kde - V1iTE te{0,1).
S P AR £ L,
= (lcoa2t)'. (sint)’ | = (—sin2t, cost), |7] = /(“sin2)3 + cos? t = V/4sin® ¢+ 1 - cost.

2 feSeni:

Zhyfvi dosadit do vztahu ds = [7] d & dopotitat Vypotltéme tetny vektor _
' ' 1 t 248 t
3 ¥ 1"=(t+arctt’, \/1+t2|)=(1+--—, ):( . )
/ 4}; 1da'=f 7 _12 \/4ain2t+1matdt=f costdt:[sint]g =1. ¢ 8t) ( 1+ V14 1+ 141
TV 0 Visinidl ¢ = Odtud dosadime do vatahu dF = #dt & pocitdme
1 2+t
?, —my)df = 1+ %, —(t + arctg thv/1 + t7 (— —-———)_dz:
PEiklad 10.7: _[1(9 ) dF fo ( + 85, —{t+arctgt)V1+ e AT
P - s = 1 1 1 1
Vypoditejte kfiviovy integrél —_-f (2+:’-—t-(c+amgt))dz=f (2—tu:ctgt)dt=/ 2dc—f ta.rctgt:%(lﬂ—r}.
vi z=1 o [ ] 0

L(ﬁ,f)dr“, kde : Poaeqo. s oo ==




PRIKLADY K MATEMATICE 3

ZDENEK SIBRAVA

1. KRIVKOVE INTEGRALY

1.1. K¥ivkovy integril prvniho druhu.
Priklad 1.1. Vypoditefme kfivkovy infegrdl fc rly- ds, kde C je usecka AB,
={0,-2), B = (4,0).
BRedeni: Usetka AR je hladki kiivka. Funkee
wit) = (4, -2+2), t€(0,1),
je parametrizace kfivky C. ProtoZe

[ ftaas= f Fla(t), st =0) + (e de

je potom

ds 1 1
= —_— A=
X —Y ,/; i —(-2+21) d+Bd

1
= \/Ef o= V5[nft+ 1]} = vBin2.
b t+1
P¥iklad 1.2. Vypoditejme kifvkovyf integrdl fc(x+y) ds, kde C je obvod troidhel-
nfhu ABC, A=(0,1), B=(2,1), C=(0,3).

Refeni: C neni hladké kfivka, ale vznikne spojenim tF na sebe navazujicich
kfivek €y, Cy, C; {stran trojihelniku ABC), kde

G+ z=0+2 y=1+0-t, te(01),
G, :  x=2-32 y=1+2, te{01),
Cs @ 2=0+0-1, y=1+2 te(01).

Potom
1 1 .
f(m+y)ds - f(2t+1)2dt+f (2 — 26) + (1 +28)) VEdi +
(o]
f(2t+1)2dt 8 +3v3
Priklad 1.3. Vypoditejme kiivkovy integrdl [,x?ds, kde C je grof funkce

He)=Inz, z€{1,2).
1

M,

2 ZDENEK SIBRAVA

QObr. 1

Redeni: Polofime li & = t, potom y = Int je 4(t) = (t,Int), t € (1,2} paramet-
rizace kfivky C. Potom

2
2
fx’ds=f t’\/1+ti2dt=ft\/t’+1dt.
c 1
1

Oznadime-li u = t* + 1 a déle du = 2t dt dostaneme
ft\/t2 1dt = j\/_du——(ﬁ\/- 2\/_)
Piiklad 1.4. Vypoditejme kiivkovy integrdl [(x*+y?) ds, kde C je kiivka (Obr.{
pro a = 1) s parametrizaci
1(t) = (afcost + tsint), e{sint — tcost)), te{0,2n), (a>0)
deni: Pfedné je

W(6) = (ateost,atsint) a 4/22(t) +y*(t) = / (at)*(cos?t +sin? ) = at.

Potom
x
/(x2+y2)ds = f o” ((cost + tsint)® + (sint — tcost)?) atdt = 2a°m( l+21r2!.
o o

Piiklad 1.5. Vypodttejme kfivkowy integrdl [, (2\/9:2 +y? — z) ds, kde C je
kfivka (Jeden ,z2duit” kuZelové froubovice) s parametrizact

P{t) = {toost,tsint,t),  t€ (0,2m).
Refeni: Opét nejfive vypolitime

¥/(t) = (cost — tsint,sint +cost, 1) & \/2(t) +¢3(t) + 27(t) = VI T E.




2. CVICENT 97

2 Cvifeni

Uloha. Urcete fo V2 + y* ds, kde C je kruZnice v roving se stiedem v bodé (1/2,0) a
/I 2‘ s polomérem 1/2.

HRedeni. Volbou parametrizace

1 1

1
w(t) = (5+§cust,55int) , t € {0,2m),

méme [p'{t)]]| = 1/2 & tedy

2x z Z 2x
f\/z2+y” ds f\/(%+%cm) +(%sint) %dt:i—j\/2+2mstdt
1] ]

C
Fid L
1 t
Z 4coe”§ dt= |cosu[ du =2,
[ e i
Uloha. Vypoltiéie obsah plotu S, jeho¥ padorys tvofi elipsa

2 ¢
w0t =l

@ vime-li, Ze vyika v bodd (z,y) je rovna /(1/4)2® + 442,

Refeni. Hledany obsah 5 je dén kfivkovym integrélem
5= [ VO a7 as
[

.'L!n'u\f

I

Volba parametrizace (t) = (10cost,5sint), t € (0, 27), pak dé

x

f\/(1/4)x2 Yl ds = f\/25coszt+10(]sin2t~ V100sin? ¢t + 25cos? ¢ dt
c 0

2

= fzscos’tnou»zin’t dt
a
71 2 1~ cos2t
4- cos — cos
PR = / 2B + 100~ dt =12,
) —

Uloha. Urdete hmotnost m dritu ve tvaru oblouku cykloidy
C = {(r(t - sint),r(l ~cost) | t € {0,2m)},
je-li hustota rovne druhé mocniné vedélenosti daného bodu od osy =.



10, Kfivkovy integral 67 68 Frantifek Moina: Redend priklady = Matematiky [1.

Posledni integral fegime metodou per partes (po &dstech) Pak dosazenim do ds = |7] d¢ obdrZime

1 24
f tarctgtdt = [
o

volili jsme za f'(t) = ¢ a g(t} = arctgt, odtud ndm vyslo ¢'(t) = 115 & miteme vzit f() = ﬂ;"—‘

2
_r_1 / ! f Vit Edt= fldt= ff = ln2
"‘-‘“g‘] f‘d*ral i wix= 2 , gt =lnti=laz.

Piiklad 10.12:

Pfiklad 10.10: Vypotitejte kivkovy integral

Vypotitejte kfivkovy integril : =t
” f3\/a:’+y’da, kde 7 :—::::: € (0,2%).

4wy R ¥ x=t kg Yy=tsint
'\7)‘ f Tit ds & [v(2y Inz, 2%) dF, kde —Int te(1,2).
—_— —_— Felieni:
Vypolitime tefny vektor
FeZeni:
Vypoditéme t vektor F=((tcost), {tsint) ) = (cost — tsint, sint + tcoat
¥DO! olny .
?:((tn)l!ﬂnt)’)_—.(ﬂ,;) . a jeho velikost
=142,

Odtud mdfeme snadno dosazenim do vztahu dif = 7 dt vypoditat drbf z integrili
Dosazenim do ds = |T] & obdrime

fev-marir= [ ame-we o). (2. ]) @ [ ea- WF%__ [3verias= [T viTBa=] [ u/ T aa

Pro v§podet prvniho integrélu potfebujeme navic jeftd velikost teEného vektoru & dle pousijeme substituci w := 1 + £, odkud plyne du = 2idt, 0 ~ 1 a 2x ~ 1+ 47, a tedy

* 1y? 2 3 3 [ 3 2 1+dx?
b = ¢ f (26 + 7) =yt +—= 4t +1 Ef 2t\/1+t’dt=§ \/wdwzi-i[w\/ =(E+4x7) /1 4+ dn2—1.
(] 1

Pak dosazenim do ds = |#] dt obdriime

2 443 a ]
Ty 4t%lnt 1 j’ a 2 f "
—ds = “V1ltdtdt= =4 tlntdt=2[t"In¢] -2 [ tdt=8In2-3, P¥iklad 10.13:
v VI+4ad | VItaR 1 [Phnd], 1 —— Vypotitejte kiivkovy integrél
Pfedposledni integral jame ¥edili metodon per partes {po Edstech). q 16z y: zemielnt
. f—-—d.s, kde te(1,3).
1A+ 64 y=2Va
Pfiklad 10.11:
Vypoéitejte k¥ivkovy integral feleni:

. . Vypoéitime tefny vektor

1 TH O ®=% ' = ' ' 1 /2
% —_——ds a f2 L 22) dF kde €(1,2). F=((t~Wm), (2v32) =(1"—,J:)
1% | e A y=ie €Y ( )=
TE—— a jeho velikost
1 2 1
Felieni: |,-1=‘f(1_;)2+;=1f1+t_2_
Vypolitdme tedny vektor
((1)' (1 2)') ( 1 ; Zbyvé dosadit do vztahu ds = || df a dopogitat
F={ (=) . (32) | =(-=
t/ '\2 t”)
16z t-Int VEF1 Int 3
—dt= | —— dt=2f l-—)dt=[2t—?¢), =4-10°3.
Qdtud mi¥eme snadno dosazenim do vztahu ¢ = 7 dt vypotitat druhy z integrild ,/.;\/yl +64 1 V6412 + 64 t 1( t ) { ]1 1_-—~.
3
f(zy,aﬁ)dr*:f (z la 12) (—%,t)d&:f (—1+1)d¢=[me-t]§=h2—1.
A L t Z | t

Pfiklad 10.14:
Pro vypotet prvniho Integrélu potfebujerne navic jefitd velikost tefného vektoru Vypotitejte klivkovy integrdl

1\? 1 1 ,[ — j‘ . ¥: z=+tcoat
=yfez - SR N S VB i ds dF kd te(0,m.
71 \f( t.‘,) +t At =gVt [ Vit a _r(z.u) ) e - Visint o,



