)
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Piiklad 1.39. Vypoditejme kitivkovy integrdl fi:ﬂ),dz;t_(]_{—_x) dy, kde C

je obvod trojihelniku s vrcholy ()__L__(_._IL_CQ,.Z) a orientace je ddna uvedengym

pofadim vrchold.

Redeni: Kiivka C neni hladka. Vznikne spojenim tH na sebe navazujicich k¥ivek
(isedek — stran trojihelnika} Cy, C3 a C3 s parametrizacemi

Cy: P(t) = (t,¢t), t €(0,1), kladné orientovana,

Cy: P(t) = (t,2 — 1), t € {0,1), zAporné orientovana,

Cy: ¥(t) = (0,t), t € {0,2), zdporné orientovana.
Potom

/ (2—y) do+(1 +2) dy = / (2-t+1+t) dt— f (2-2+t—1—t) dt— f (1)dt = 2.
V pfikladech 1.40 — 1.47 vypoéitejte kiivkové integraly podél kiivky C.

Piiklad 1.40. dx + zdy, kde C je dturtkrusnice z2 +y* =a?, x > 0

(a > 0) s poédtecnim bodem (a,0} a koncovym bodem (0,a). Vysledek: 0
Piiklad 1.41. fc.(:l':2 + 42 dz + (2 — y*)dy, kde C je kfivka y = 1 ~ |1 — =,
z € {0,2) s poddtefnim bodem (0,0). Visledek: 4/3

Piiklad 1.42. [ (z? + y*)dy, kde kRvka C je obvod obdelniku s vrcholy (2,2),
(5,2), (5,4), (2,4) orientovand souhlasné s uvedengm pofadim vrcholi.
Visledek: 42

Ptiklad 1.43. fc Ldz+xdy, kde kitivka C je &dst hyperboly xy = 1 s pocdiecnim
bodem (3,1/3) a koncovym bodem (1/2,2). Visledek: In6—5/3

Priklad 1.44. [,(2y — 6zy®) dz + (2z — 92%?) dy, kde
a) C je parabola y = 2 5 pocdtecnim bodem (0,0) a koncovgm bodem (1,1},
b) C je tsecka s pocdtednim bodem (0,0) a koncovym bodem (1,1).
Visledek: a) -1, b) —1

Priklad 1.45. f.yzdz + zve? —a?dy + yxdz, kde C kfivka s parametrizaci
t(t) = (acost,asint, bt), t € {0,27) (@ > 0,b > 0) s poddteénim bodem (a,0,0) a
koncovym bodem (a, 0, 27b).

Visledek: —m2a?b

Piiklad 1.48. f z + y + z)dz, kde kiivke C je obvod trojihelniku s vrcholy
(1,0,0), (0,1,0), (0,0,1) orientovand souhlasné s uvedengm pofadim vrcholi.
' Vysledek: 0

Pi"iklad 1.47. fcyd:c + zdy + zdz, kde C je prinikovd kfivka ploch z = zy o
2+y?i=1 orientovand souhlasné s pofadim bodd (1,0,0), (0,1,0), (-1,0,0).
Visledek: —n
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1.2. K¥ivkovy integral druhého druhu.

Piiklad 1.37. Nechf F(z,y, z) = (y? = 2%, 2yz, —x?) je vektorové pole o C kladné
orientovand hladkd kiivka s parametrizact (&) = (t,1%,t%), t € (0,1). Vypocitejme
kiivkovy integrdl druhého druhu [ F-Tds .

Redeni: Pfipomefime si nejdiive ndkolik skutednosti, které pfi vypo&tu integralu
pouZijeme.

Je-li F(z,y,2) = (P(z,y, 2), Q(z,v, 2), R(z,y, 2)) vektorové pole, C hladka ori-
entovand kfivka s parametrizaci (£} = (z(t), ¥(t), z(¢)), t € (a,b) (T je jeji jed-
notkovy teény vektor), potom

M [P Tds= [ Paya)de+ Qe udy+ Ry, 5 ds
c
Uzitim véty o substituci dostaneme
fCF -Tds = fC(P(fv(t),y(t),Z(t))w'(t) +Q(a(t), y(t), 2(E))y'(t) +

(8) +  R(z(t),y(t), 2(2))2'(1))) dt.

Pfipomeiime je3t&, %e v p¥padé rovinného vektorového pole (7) i (8) plati, s tim,
Ze R a z jsou nulové.

Nyn{ se vratime k naSemu p¥ikladu. Protoze F(z,y,2) = (y® — 2%, 2yz, —z?),
budeme podle (7) potitat integrél ‘

/(y2 — 2% dx + 2y2 dy — x2dz,
c

a protoZe
wt) = (t,1%,8°) a  ¢(t) = (1,2¢,3t%),
je podle (8)

1
1
fF-Tds:/ (t* -5+ 267 3. 2t —¢7 . 37) de = —.
c 0 35
Piiklad 1.38. Vypoditejme kifivkovy integrdl [, (2? — 2zv) dz + (y* = 2xy) dy,
kde C je parabola y = 2%, x € (=1,1) s pocddteénim bodem (—1,1) a koncovym
bodem (1,1).

ReSeni: Ktivkovy integrél je zadan ve tvaru (7) a F(z,y) = (2® — 2zy, y* - 2zy)
je Tovinné vektorové pole. Oznadime-li z(t) = ¢ a y(t) = t% je ¥(t) = (4,1%),
t € {(—1,1) parametrizaci kiivky C. ProtoZe (—1,1) je po¢ateénim bodem & (1,1)
koncovym bodem kfivky, je kiivka pfi zvolené parametrizaci orientovdna kladné
(je orientovéna ve sm&ru rostouctho parametru). Déle 9'(t) = (1,2t) a podle (8)

1
f (2% = 2zy) do + (y° — 2zy) dy = f ((¢7 —26%) + (¢* — 2t%) - 2t) dt = H%.
c -1




10. Kfvkovy integra!
Pasledni integrdl feiime metodou per partes (po &dstech)
fz ctgtdt= [0~ ctt. f la=2_1
A arcig = a-'-' 3 i
volili jsme za £(t) =t a g(t} = arctgt, odtud ném vydlo ¢'(t) = 1L & mikeme vait f(t)} = 22l
Piiklad 10.10:
Vypoditejte kfivkovy integral
dzy j 24 o ¥: z=1*
— 2y — Inx, z*) o7, kde te(1,2).
[ g s 8 1(y n z, £*) dF y=lnt {1,2)
A ———————
Fefieni:
Vypodéitime teénf vektor
7= (Y, (nt)) = (zz, %) .
Odtud médZeme snadno d im do vztahu di = 7dt vypoditat druhf z integrélh
j(2y lnz,2%) df = f (2lnt—Ine?, £4) - (2z -) j Pa=c[=2.
—
Pre vipoget prvnibo integralu potiebujeme navic jedts velikoat te€ného vektoru
|1"1—1f(2:) + 4t’+—--——\/4t4+
Pak dosarenim do ds = |7] dt obdrFime
2 4,2 2 a
f 4‘“" 't 1 AT iR = f tlnm:z[t’lnr.]:—::f tdt=8ln2-3,
Vit 1 V14 43‘ t 1 1 ——

Predposlednd Integrél jsme ¥eSili metodou per partes (po ¢éstech).

Ptiklad 10.11:
Vypotitejte kiivkovy integréil

@)

1 i oz=}
1 & fz 2%} | kde te ().
f1=\/1+8y3 A y=4¢
‘h__'
fefeni:
Vypofitime teénj vektor

(-69)- (39

Odtud mi¥eme snadno dosazenim do vztahn dff = 7 dt vypoditat druhy z integrili

L(zy,z’)dhf: (2-%9, gl,)(uzl,-t) dt=f: (~1+%) dt =[ln¢ - #j{ =ln2-1.

Pro vypotet prvniho integralu potiebujeme navic jeite velikost te€ného vektoru

1} —— +2== 11 Vite,

67

€5

68

Pak dosazenim do ds = |7 d¢ obdrzime

Frantidek Modna: Redend pFikindy z Matematiky 11,

1 j le 2
Wl t8dt = —di=[lnt}]] =In2.
Lz\/1+3y L VIt® " , r4=lod o

Priklad 10.12:

Yypoiitejte kiviovy integral

%: t¢=*%cost
4
L3vﬂ+y ds , kde = tsint t € (0,2r).

Fefeni:
Vypo&itime tefnf vektor

7= ((tcost) , {tsint)’) = {cost — tsint, sint + tcost)

4 Jeho velikost

=v1412.

Dodazentin do de = |F] i obdrZime

fwmd.s:fu e Jive

3
5 21+ 12 dt

a déle poudijeme substituci w =1+ 3, odkud plyne du = 2t dt, 0 ~+ 1 a 21 ~+ 1 + 43, a tedy

1452

Zar
gf 24/14+¢2
[+]

Piiklad 10.13:
Vypoditejte kfivkovy integral

f 16z da
Vi + 64 '

feeni:
Vypotitime teény vektor

\/_'dw—g %{w\/"]‘“" =(14+4r) 14427 - 1.

T=t—

Int
i=2v2

te(l,3).

7= (¢-mey, @vay ) = (1_%\/%)
A= - 1re 3=yl

a jeho velikost

Zbfvé dosadit do vztahu ds = [7] dt  dopotitat

t—Iint VELL dt = 2/ -

16z [’
ds = ——
,[, ;71;‘ + 64 L V4T + 64 t

PFilkdad 10.14:
Vypotitejte kiivkovy integral

Lmd. s L(z,y)af, kde

By e = f2t—1n?¢)} =4 1073

¥t 2=+Ecost

te (p,m.
y=visint @.m
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Piiklady

1. Mame najit hodnotu integralu

/(2—y)dm+mdy
e I ——

po jednom oblouku @ cykloidy (viz obr. 3.5) zadaném parametrizaci

g(t) = (t —sint,1 — cost), t € (0,2m).

—m/2 0 /2 ®  3m/2 2r 5m/2 ®

Obrazek 3.5: Cykloida z 1. pfikladu

Regend
Pro danou parametrizaci g{t) je g(t) = (1 — cost,sint), ¢ € (0,27), a tedy

r
f(z —y)dz +zdy = /[(2 — 1+ cost)(l — cost) + (t — sint)(sint)] dt = —2r.
o 0 T—

2. Mame najit hodnotu integralu
4. [@=pdettotpiay,
o

kde @ je tGsetka s poditednim bodem a = (2,3) a koncovym bodem b = (3,5).

Regeni .
Za parametrizaci isecky @ = ab volime vektorovou funkci

g(t) = (t, 2t — 1), t € (2,3).

Pak g(t) = (1,2), a tedy
3 23
f(m—y)dz+(x+y)dy=[z [ =2t +1) + (¢ + 2t — 1)2)de = =
O

t——
—

3. Mame najit hodnotu integréalu

f(m—y)dﬂ?+(m+y)dy
(@)
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uZill jsme substituce w:= sini.

Pfiktad 10.5:
Vypotitejte kfivkovy integral

—_—

T¥: =z =tcost
T 4 2 7
9 j;\f‘1+m +ylds a [,(z,y)dr, kde y=teint t€{0,7),

Fekeni:
Vypofitime teZnf vektor

#=({tcost)’, (tsint)’} = (cost— tgint, sint+ tcost) .

(Odtud miZeme snadno dosazenim do vztahu dF = Fdt vypoéitat druby = integrald
L w -
f(a:.y)d?=/ (tcost, tsint). (cost — tsint, sint + tcost) dt = f tdt = [ltz] =1,
T 0 [ 2 [ 2
—

Pro vipocet prvniho integralu potfebujeme navic jedits velikost tedného vektoru

¥ = \/(coat— taint)® + (sint + toost)” =
= +/cos3 4 — tsinicost + 2ain® ¢+ sin £ + 2sintcost + $cos?t = 1+ 82,

Pak dosazenim do ds = |7] df obdriime

/\/1+a:’+y’da=f V143082 E+t2ain - /1 + $2dt =
el i']

x 1.7
=[ (1+#%)dt = [t-I-Et:’] =§(3+n’2) .
o 0
e,
Piiklad 10.6:
Vypoditejte kfivkovy integral
1 ¥: = %cosZt
—d kde te{0,5}.
L\/4y“+1 * p=sint ©3
—-_—-_.-— -_-——'-_'-——-

Fedeni:
Vypolitdme teény vektor a jeho velikost

F= ((%coazt)', {sint)’) =(—sin2t, cost) , 7] = V{—#in26)® +cos?t = V4sin®t + 1. cost.
Zbjva dosadit do vetahu ds = | 7] dt a dapofitat

i
\f4xin7t+1mstdt=f coatdt = [smt]f = 1.
o

1 /% 1
—r 8 = —_—
.[,\/4y’+l 0 dain®t+1

Pfiklad 10.T:

Vypoiitejte k¥ivkovy integrél
=1
f(y3,z=)dF, kde TEEE e,

66 FProntifek Modna: Redené piiblady r Matematiky IIT.

tefeni:
Vypofitdme tednf vektor

7= (G)m) =(-51)-

Odtud dosadime do vztahu dF = 74t a politame

[ ) (o) an [ (-9 =[5 -

Ptiklad 10.8:
Vypolitejte kfivkovy integral

: f\/ fptads kd v =t te (1,4
x - L] .
5>n L3 ¥ 2 ! y=t—\/£ '
e e t—
fedeni:
Vypoditdime telny vektot

7=+ vVl (- Vi ) = (1+2+ﬂ, 1—2iﬁ)

a jeho velikost

1y 1y 1 4+ 1
lﬂ"\/(“ﬁ) +(1_27E) =2 1+E"/2_ -
Dosadime do vztahn ds = || d a dopoditime
1 i 4#+1 ‘41
T +—ds=f\/2t+--\/§- —dt=/ ——dt=
j:\/ 3 A 2 m \ 2/t
1 31

=2[\/£dt+[2iﬁda=%[n/i]:+[~/i]1=?.

Ptiklad 10.9:
Vypotitejte kiivkovy integrél
¥: T=i- arctgi
4y —zp) dF kde te (0,1,
j (v* —zy) dF; — \/l-l-_t“ (0,1}
Fefeni:

Vypocitime teény vektor

= ’ Y = = | emamtee
1""((“""""‘gt)’("1""))"(“'1+m” 1+t’)_(1+t2' 1+z=)'
Odtud dosadime do vztahu dF = 7 dt a pofitime
! 2482 ¢t
3 F= 2 _ T3 [ [ =
[f(y, zy) df jﬂ(1+t, (t+ arctgt)y/1+ ¢ (1+t3’\/1—+_¢5)dt

1 1 . 1 1
=j (24 — - {t + aretgt)) dt=f (2—tuctgt)da=] 2d:—f tnrctgt:i(lﬁ-—ar).
Q (1] Q ]
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Piiklady

1. Méme najit hodnotu integralu

f(2—y)da:+scdy
Q______________._a

po jednom oblouku O cykloidy (viz obr. 3.5) zadaném parametrizaci

g(t) = (t —sint, 1 — cost), t € (0, 2m).

-r/2 0 /2 T 3m/2 2« 5m/2 ®

Obrézek 3.5: Cykloida z 1. piikladu

Regent
Pro danou parametrizaci g(t) je g(t) = (1 — cost,sint), ¢t € (0,2n), a tedy

2r
/(2 —y)dz+ady = f[(2 — 1+ cost}(l — cost) + (t — sint)(sint)] df = —2m.
o 0 TE—

2. Mé4me najit hodnotu integralu
. [@=u)dz oty
o

kde O je fiseCka s podatednim bodem a = {2.3) a koncovym bodem b = (3,5).

Redeni
Za parametrizaci tiseCky O = ab volime vektorovou funkci

gt) = (1,2t — 1), t € (2,3).
Pak g(t) = (1,2), a tedy
23

2

—

f(:c—y)dw+(:c+y)dy=f23[(t—2t+1)+(t+2t—1)2]dt——-
o

3. Mame najit hodnotu integralu

](m—y)dm+(:r:+y)dy
o
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10. K¥ivkavy integral

V nisledujicich pfikladech méme zadanon kfivkn parametricky pomoci rov-
nic
T z=¢lt)
y=i(t)

PH poditéni kiivkovych integrilt pro nis bude mit kifSovy viznam tetnf vektor 7 = (i, ) a vatahy

te(md).

ds=|ldt, & dF=vFdt.

Pi#iklad 10.1:
: =41+
kde TEESVIVE el
p=+v1-i

Ne;prve vypoditdme ten sprévny teény vektor
1 1
7= 1+8), (Vi-t))=| —/—, —— ] «
P = (I T8 = (g —571=)
Odtud mbZeme snadno dosazenim do vztaha dif = #dt vypoditat druhy 2 integrdld

L(a:,y)dr—[ (VITE, VI=9)- (2\/F 2\/"“) f 0@ =0,
Pro vipoget prvnibo integrélu viak potfebujeme navic jeité velikost onoho teného vektoru

Iﬂ—\/( 1 )’+(_ T ey AR W
W\ V18 T+t 1-8) avi-g

Pak dosazenim do ds = |7] dt obdrZime

[lafloa o _tpa
s Tl VIHE- VIt VI8 2) 1-8

=%f%(1+4+1“}—7) 2\1/_Dn|1+t| 1n|1-c|]3=7( 3-m%)=§1%.

P#iklad 10.2:
Vypotitejte kfivkovy integral
: =1+
f:wda 2 /(y,—x)d?, kde R te 0,1
k] k] y=vi-t
Fefeni:

7 prededlého pikladu plipomeneme tefny vektor T a jebo velikost

__( 1 5 ) L
TF\aar i) T AEACE

64 Frontisek Mosna: Redené priklady = Matematiky I
Dosazenim do vztahu ds = |F] dt dostaneme

/xyds —/‘/_‘/_—\/_\/—7 ‘/_fdt

Vypodet drubého integrilu je trodku technicky nrongjii, je viak opst zaloien na vatahu dF = 7df. Po dosazeni
mame

_/;(u.—z)dr“=j:(\/ﬁ,—\/1‘-i'i)-(ﬁ.—#)dﬁ

(\/? \/I_Jr:)"“zf \/m =./1L el

Déle poudijeme substituci

1-¢ 1-uw? —4w dw 1 1+w?
wi= T odkud plyne t_1+w2' dt—(1+w2}3, =i~ 2 * D1,1-0,
upokrax‘.ujmne

1-1t 1+u? —duw 1
u = ‘f1+ fu i 2):'dw zfu 1+w,dw 2 farctgul; =

Priklad 10.3:

Vypotiteite ktivkovy imegral
& j‘/mfna, kde Yiow=thest 0
i y y = sint
wp— —TE———
fedeni:

Nejprve apét vypolitAme tefn§ veltor
7= ([t cost), (sint)’} = (1 —sint, cost)

a jeho velikost

17 = /{1 —sint)? -+ cos? = vV24/T — End.
Dosadime do vztahu ds = |7] dt a dostaneme

j\/ras fmwma fj VI tdt = ff costt = Va{eintlf = V3.

Piiklad 10.4:
Vypotitejte kivkovy integral

3 ¥: x=cosi x
@ j;aa:y ds, kde y = sint te .5,
———— ——

fedeni:
Vypoditime teénf vektor a jeho velikost
= /(—#int)? + cosft =1,

# = ((cost)’, {sint)’) = (—sint, cost),

Zbjrva opét jen dosadit do vetahu ds = |7] dt & dopoZitat

¥ 1
f3xy’d3=3f uin’tcostdt=3f widw = [w"]é:l,
b 0 o .
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po oblouku @, kterjym je &ast grafu funkce f(z) = x® pro z € (0,2). Oblouk je
orientovan tak, Ze pofatednim bodem je bod a = (0,0).

Refent
Oblouk O budeme parametrizovat jako graf funkce

g(t) = (t,t%), t € (0,2).
Odtud plyne g(t) = (1,2t), a tedy
2 2 38

of(x—y)dm+(a:+y)dy=b[[t—t2+(t+t2)2t]dt=Of(t+t2+2t3)dt= 3

4. Méame najit hodnotu integralu

/((w_—y)dw+(w+y)dy
o

po oblouku O, kterym je &4st grafu funkce f(y) = y* pro y € (0,2). Oblouk je
orientovan tak, Ze pocatetnim bodem je bod a = (0,0).

Reseni

Oblouk ¢ budeme parametrizovat podobné jako v pfedeslém pfikladé jako graf
funkce, avdak nyni je nezdvisle proménnd y a zivisle proménnd z. Volime tedy
parametrizaci

g(t) = (t4,¢t), t € (0,2).

Odtud plyne g(t) = (2t,1). JelikoZ je g(0) = (0, 0), indukuje tato parametrizace na
oblouku ¢ orientaci souhlasnou se zadanou orientaci, tak¥e ji smime pouzit, aniz
musime upravovat vypoétenou hodnotu integrélu. Po dosazeni dostavame

22

2
f(a:—y)dm+($+y)dy:j[(t"’—t)2t+t2+t]dt=?.
(@) 1]

. Méme najit hodnotu integralu

f(y2+z)dx—mydy+(a:+y+yz)dz
o

po jednom zavitu Zroubovice s polomérem 3 a stoupdnim 27, orientovanym tak, Ze
poéateénim bodem je bod a = (3, 0,27} a koncovym bodem je bod b = (3,0, 0).

Regeni
Za parametrizaci oblouku O volime vektorovou funkei vélcovych soufadnic

g(t) = (3cost, 3sint, t), t € (0,2m).
Odtud plyne
g(t) = (—3sint, 3cost, 1), ¢t € (0,27).
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uZili jsme substituce w := sint.

Piiklad 10.5:
Vypoéitejte kfivkovy integrdl

4: = =tcoat

E 10 kd .

@ j; Trd+fds L(m,y)df", . i teom
ks S e I e

3

Fekeni:
Vypoditdme teln} vektor

7={{tcost)’, (tsint)’ ) = (cost —tsint, sini +tcost) .

Odtud miZeme snadno dosazenim do vetahu d7 = 7 di vypotitat druhy z integrdld

L

" Lg
j(z,y}di‘:f (!oost.tsint)-(cmt—tsint,aint+toost)dt:f :m=[%e’] =
3 o o

Pro vipodet prvniho integril potfebujeme navic jefté velikost tedného vektoru

|71 = 4/ (cost — taint)® + (sint + tcost)® =

= v/cos?t - 2tainkcost + t2ain® £ +ein? £ + 2sintcont + i coa¥t = V1413,

Pak dosazenim do ds = |7 di obdriime
X
f\/1+x’ +y°da——-f V14 t3coa?t+ tisin®t- /1447 dt =
v o

* 1,17 =
=f (1+r’)dt=[t+§t3] =gz (3+7).
° ° ._—-_——_-'--——D

Pfiklad 10.6:

Vypotitejte kfivkovy integrél
1 v: r=1Lteos2t
——u=ds, ke ‘ te {0,
v[r\/dy’+1 * ¢ p = sint ®z
e e

Fediend:
Vypotitime tedny vektor a jeho velikost

=((%cos%)’,(sint)’)=(—sin2t,cost), 7] = /(- £in2t)% + cos? ¢ = V4sin®t + 1 - cost.

Zhbjvé dosadit do vetalu ds = 7] dt a dopotitat

t
\/4ain’t+1costdt=f cost&:isin:]§=1.
0

/ 1 da—jg 1
v A+ 1 o Vdsinft+1

Priklad 10.7:
Vypotitejte kfivkovy integrdl

L(y“.xﬂ)dr“, kde
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fefieni:
Vypoditime teény vektor

() ()

Odtud dosadime do vatahu dF = ¥4t & poditdme

[ [ o.8) (A am [ (b am [ -5

Pfiklad 10.8:

Vypotitejte kfivkovy integrél
. i or=t+vi
F f\f:c+y+-1-ds‘ kde i te(l,4).
N - 2 p=i- Vi
——— —
Feleni:
Vypoéitdme tedny vektor

F={+Vi - Vi) = (“’2%/5'1‘%)
& jeho velikost

1y 1y? 1 1
'*""\/(”?f':) +(-az) =V
Dosadime do vztabu ds = || dt a dopotitdme
u+1 A 4e 41
+ ds JR
f\/m y+ j + - \/_ A 2‘/{

4 4
ot e 11

Pfiklad 10.9:
Vypotitejte kiivkovy integral
41 x=t-+arctgt
A ®, —2y) &7 kde te{0,1}.
v y) df* =it (0.1}

Fefiend:
Vypoditime teZny vektor

- ' 1 % 24143 t
= ’ N V=14 m—e, e | = | =, — .
((""““g‘)  (Vied) ) ( e \/1+a=) (1+z2’ ,/1_.”?)
Qdtud dosadime do vztahu dif = 7dt & poditdme
24+ ¢
2 _— -= 2 —_— =
j:f(y, zy) dF j;(l+t (t+arctgt}y/1+12 (1+t" 1+t)dt

f(z—u’—c (¢ + arctgt)) dt = j(?—tamgt)dt det jltarctga=%(10—1r).

\_\‘—I ‘n—u-.\,-—’ ——
u2 =gk ——e



10, Kiivkowy integrdl [iti}

uZili jsme substituce w :=sint.

Priklad 10.5:
Vypotiteite kiivkovy integral

——

3 5 ¥: wz=icost
@ [r\f‘1+:c +y2ds & L(z,y)d?. kde Y= teint ta(0,m.

y

fedeni:
Vypo&itime tefnj vektor

F={(tcost), (tsint)’) = (cost—tsini, sint -+ 2cost) .

Odtud mégeme snadno d im do vztahu df = 7 d¢ vypotitat drubg z Integréld

f(a:,y)dr-j (tcoat, trint} . (cost — tsint, sint + tcost) dt = f tdt = [ t’] =%7r’.
o r——

Pro vfpoZet prvoiho integralu potfebujeme navic jefté velikost teéného vektorn

1#1= \/(cn:)st—tsint)a+(:aini!+tov.‘iat)= =
= 4/cos?t — 2tgintcoat + {2 gin® £+ sin® £ + 2eintcost + 2 coa? i = V14 €2,

Pak dosazenim do ds = |7] dt obdriime

f-\/1+::2+y2da=f V1+t2coatt +t2sin’t- 1+ 2t =
bl (]

=j:(1+z’)d¢= [t+§t3]:=§(3+7r’).

“'_"__——-"_--—_
Pfiklad 10.6:
Vypotitejte kivkovy integral
1 y: #=fcoalt
v —ds, kde “ te (0, %).
? L Vi1 p=sint_ o8
Fedeni:
Vypoditdme teénj vektor a jeho velilkost
= ((%cosZt)’, {sint)’) =(—sln2,co8t), |7 =+/{—sin2t)? +cos’t = V4sin®t + 1 - cost.

Zhyvé dosadit do vetahu ds = {7} dt a dopotitat

]
Vdsin’t+1mstdt=f c:msl!r:l't:[sini]gL =1.
o

_

f 1 f* -
da =
VA +1 0 /4sint+1

Pfiklad 10.7:
Vypoéitejte kfivkovy integril

f (o, o8 dF | kde
A

Lo

te 1,2,
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fekeni:
Vypotitime tefny vektor

e ((1)(:)) =(-5.1).

Odtud dosadime do vetabu dF = 7dt a poditime

e[ (2 () am [ (3w -] =

Piiklad 10.8:
Vypoditejte kfivkovy integral

‘ Lo m=te v

P f1{‘z+v+-1-da. kde rE te (L4,
. T 2 y=t— \ﬁ
rr— ———

fedent:
Vypoditdme tedny vektor

1y? 1y 1 4+ 1
=1+ — 1- — ) =vEhf1+o =3 2=
i \/( o) +(ian) VAR5
Dosadime do vztahu ds = |7] dt a dopoditime

1 4t+1 ‘441
—ds = Jgt =. J _d =
jy\/:r+y+2 s ’1 + WS

_2] \/'dt+j ——dt:—[h/_] [\/'] =3

a jeho velikost

Priklad 10.9:

Vypodtitejte kfivkovy integral
v: =i+ arctgi
@t =2y} oF kde te(0,1).
f (", —p}dF - \/l—-l-t; 0,1
Fefienf:
Vypo&itdme tedug vektor

N : 1 ¢ 2+4 ¢t
= ’ 3 = _— =] — 3
((t+mtgt) ,(\/1+: )) (1+1+t2, Tra ) (1+t” T )
Odtud dosadime do vztahu d = 7 d¢ a potitdme
t 241
2 _ = - zy. (20t =
[F('y, zy) dFf fo(1+t2, (t + arctgi)v'1+¢ (1+t"m)‘d‘

1 1 . 1 1 1
-_-j (2+t’—c-(:+megt))d:=j (2—tarctg|‘.}dt=j Zdt—j tarctgt:z(lﬂ—w).
0 (] o a

=2 =4 ——



