96 KAPITOLA 6. KRIVKOVY INTEGIRAL FUNKCE

Piiklad 6.5 Uréete velikost S #4sti pladts vélee »? + ® = 1, # > 0, omezené shora
rovinou & + ¥ + z = £ (zndzornéte si dany Gtvar na obrazku).

@ Jednd se o plochu, jejim# pidorysem je oblouk C (jednotkové kruZnice v roving xy se
stiedem v poddthu) a kterd je shora omezend grafem funkee f{z,y) = 2—z—y. Dostdvime
tak, %e hledany plast ma velikost

S=[(2—z—y) ds.
‘—_'-—-L_-.-'_‘_'_’-'
Volbou parametrizace () = (cos¢,sint), ¢ € {0, 2rr) mAme

2=

S=f(2—cost—sint) dt = 4.
[}

Zatim mAme zaveden kfivkovy integrdl podél obloukd. ProtoZe kaxdd kfivka ' se
klAd4 z konefné mnoha na aebe navazujicich obloukii €, ..., Oy, polofime

(6.9) !fds=C[fda+---+é[fda.

Toto bude definovat kfivkowyf integrdl funkce f podél kidvky C.

Uk4zali jsme, 2o kifivkovy integrél reprezentuje hmotnost k¥ivky se zadanou funkef
hustoty. Podobn# je mono pomoci kfivkového integrélu f. f ds stanovit celkové mnostvi
dané kvantity {néboje, tepla, apod.), znéme-li funkci f popisujici jeji koncentraci podél
kfivky C. Z tohoto pohledu miifeme pomér celkového mnostvi (4. integrily [, f ds}
k déice kfivky chépat jako stfedni hodnotu funkce f na dané kfivce. Nasledujici véta Fika,
Ze stfedni hodnota je vidy rovna hodnot# funkee f v n&jakém bod# uvaZované kivky.

Vota 6.8. Necht f je spojitd funkee na kivee . Pok existuje bod (z,y, 2) € C tak, 5
[ 145 = sew 1)
c

Diikaz. Necht ¢: (g,b) — C je parametrizace kfivky C. Funkee fo ¢: {a,b) — R je

spojitd funkee, ktera tento interval zobrazi na jisty interval (¢, d}, viz [1], Kapitola 4. Tedy
F(C) = {¢,d). Na druhé stran monotonie kfivkového integrilu fika, Ze

¢+ I(C) =min(f) - I(C) < /.f < max(f) - {C) =~ d-UC).
(2

Tedy ¢ < ﬁ f £ < d. Existuje proto slespodi jeden bod (z,y,2) & C tak, Ze
(o4

1
f(—é—ic[f=f(=r,y.1)-
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2
f (2\/t"'(coszt+sin2t) - t) V24 83dt =
a

[’”wmdz=§(m-zﬁ).

0

Potom

L(2m—2) ds

V piikladech 1.6 — 1.15 vypoéitejte k¥ivkové integrily podél kiivky C.

Pfiklad 1.6. [, =2 :: ds, kde C je visecka s krginimi body (1, ~1), (4,0).
Visledek: B(2v2Z—1).

P#iklad 1.7. fc Tyds, kde C je obvod obdélniku uréencho piimkamiz =0,z =4,
¥y=0y=2 Vialedek: 24

Priklad 1.8. fC%ds, kde C je dst paraboly y? = 2x, y € (v2,2).
Vipsledek: (255 —6+/3)/30

Piklad 1.9. f,r’yds, kde C je oblouk krusnice +12 = a® (@ > 0) s koncovimi
body (a,0), (0,a). Vialedek: a1/3

Priklad 1.10. f, /2% + 12 ds, kde C je kruinice 2> 44> —az =0 (a > O}.
Visledek: 2q?

Ptiklad 1.11. [ |y|ds, kde C je lemniskdta (2% +37)? = o*(z® —¢*) (a > 0).
Visledek: 20%(2 —/2)

P¥iklad 1.12. [ /2yds, kde C &dst cykloidy s parametrizact
¥(t) = {a{t — sint), a(l —cost)), ¢ € {0,27) (@ > 0). Visledek: 4ma®?

Priklad 1.13. ., ;‘%ﬂ;ds, kde C je groubovice w(t) = (cost,sint,?), £ € (0, 2r).
Visledek: 87+/2/3

Piiklad 1.14. [,z%ds, kde C je printkovd kfivka ploch 2® + 3% + 2% = 1,

z—-z=0. Visledek: /2
Pfiklad 1.15. [(z + y)ds, kde C je &st krudmice s* +9y* + 22 =a®, y =1
{a > 0), leFici v prunim oktantu. Vijsledek: /2a?

Aplikace kfivkového integrialu pryvniho drubu
Geometrické aplikace
(1) Necht C je jednoduch# Kfivka. Potom délka této kfivky je déna vztahem

1 /c:' ds.
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Obr. 2

(11} Necht C je jednoduché rovinnd kfivka (v rovind zy), f ie spojitd funkee
dvou proménnfch nezédpomni v bodech kiivky C a
r={{z,9,2) €R*: (1,5) € CAO L 2 < flz,y)}

je vilcovd plocha (urfena fidic k¥ivkou C s pfimkami rovnob&Zngmi g osou
z, zdola omezena kiivkou C a shora prinikem grafu funkee z = f(z,y) a
plochy ). Potom pro obsah S vélcové plochy x plati

(@) 5= jc Fle,y) ds.

Priklad 1.16. Vypoditejme délku esteroidy C' jejiZ paremelrizace je
2 {t) = (acos®t,asin’t) a > 0, t € {0, 27).

Reieni: Asteroida neni hladké kfivka, nebof v bodech (a,0), (0,a}, (=a,0),
(0, —a) k ni neexistuje te¥ny vektor. Plati totiZ

'(t} = {(—3a cos® ¢ sin £, 3asin’  cos £),

a napf. pro ¢t = 0 je {0) = (a, 0) a ¥'(0) = (0,0}, tj. v bod# (a, 0) neexistuje tetny
vektor. Analogicky je tomu i v ostatnich uvedenych bodech. V t&chto bodech jsou
na kfivee bedy vratu (Obr. 2 proa =1).

Kfivku C tedy budeme uvaZovat jako spojeni &y¥ jednoduchych k¥ivek, které
na sebe navazujf. ProtoZe funkee F(z,y) = Vo2 + \‘/?,Ta — ¥/4? je sudé v prom&nné
T i v proménné y, je zfejmé, Fe kiivka C' je soumémi podle osy ¢ i podle osy
z a k vipoltu jeji délky stadi vypolitat pouze délku jeji asti €, ledief v prvni
kvadrantu a jeji délku pak nésobit Etyfmi.



3
Nejdfive uréime
/2%(£) +*(t) = 3aV/cost t sin® ¢ + sin* t cos?t = 3acostsint.
Odtud
/2 s 372
fds=4f ds=4f 3amstsintdt=12a[w = 6a.
c 1 ] 2 g =

Pfiklad 1.17. Vypodfieime obsah vdleove plochy (Obr.3)
K= {(z,y,z) ER3:$2+y2=4/\0£z£\/4—:1:3}.

Redeni:
Podle (2) je obsah vélcové plochy roven &islu

jg fz,9)ds,

kde C je jeji fidiei kfivka a plocha je zdola cmezena rovinou z = 0 a shora grafem
funkee f(z,y) = v4 — 2%

Kfivka C (kruZnice) je parametrizovina funkel 4t} = (2cost,2sini),
t € (0,27). Potom 9/'(t) = (—2sint, 2cost) a odtud

P 2 Ix
f\/4—zﬁds f \/4—4cos"'t2df.=4f\/sin2tdt=4f|sint|dt=
[ 45 1]
1] 1)

Ld ar
4/smtdt+4j(—sint)dt =4{[- cost} +{cost]>") = 16.
0 Pl -
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Pfiklad 1.18. Vypeditefie délku kfivky C s parametrizact ¥(t) = (3t,3t2,2¢6%),

Jejimif krajnémd body fsou (0,0,0), {3,3,2). . Vyaledek: 5
Pfiklad 1.19. Vypo&fiejte deltku kitivky C s parametrizact (t) = (et cost, et sint, ),
te(0,1). Vysledek: +/3(e—1)

V pfikladech 1.20 - 1.27 vypotitejte obsahy danych valeovych ploch.

Pfﬂdadmo.~={(m,y,z)em3:a’-+!§=moszs L
Vijaledek: 137

Pfiklad 1.21. x = {(a:,y,z)ER3 :zz+l§=1/\ogzg\/4z=+v;}.
Vysledek: 5

Priklad 1.22. k= {(n9,2) eR*:y=L1x? A0 2 <+ yIyAz € (0, 1)}
Vgsledek: 2(2v/2-1)/3

Piiklad 1.28. k= {{z,5,2) eR* 1y =z®A0< 2 <2¥+ 3ynz € (0, 1)}
Visledek: (2v2—1)/3

Piiklad 1.24. k= {{z,y,2) eR*: y =2z A0<z g dzAze {0,3)}.
Visledek: 4
Priklad 1.25. k= {(z,y,z)eka r= /AR 2 K E‘i—l/\yew,‘i)}.
Vysledek: 2
P¥iklad 1.26. x = {(z,y,z) ERY:y=InzA0Lz< dmAzE (l,e)}.
Visledek: 1/2
P#iklad 1.27. k= {(z,y,z) eR}:y=sinzA0<z< Tt AT € (0,#/2}}.
Visledek: 1/2

Fyzikdlni aplikace
Nechf C je jednoduchd hmotné kfivka, jejiZ hustota v kaZdém jejim bodé (z, ¥, 2)
je h(zw Y, Z).
{I} Hmotnost m této k¥ivky je
(3) m= / h{z,y, z)ds
[

{II} Staticky moment této k¥ivky vzhledem k rovin¥ xy, resp. vzhleden k roving
zz, resp. vzhledem k roving yz je

(4) S,,,=/zh(:r,y. 2)ds, S,,=jyh(a:,y,z)da, S,,,=th(z,y,z) ds.
c c ¢
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2 Cviéeni

Uloha. Urdete fc VT2 -+ y? ds, kde C' je kruZnice v roving se stfedem v bodé (1/2,0) a
41: & polom&rem 1/2.

Redieni. Volbou parametrizace

1 1 1.
() = (54- Ecost,ESIHt) , £ €40,2x),

méme [/ (1)} = 1/2 & tedy

2 z 2 2r
j\/.o:z+y2 ds /\/G+%om) +(lainz) %dt:%f\/2+2matdt
. 0 0

2
c

1 n z L
Zj\,McoazE df.=f|cosu| du =2
0 v ¢ _
Uloha. Vypottéte obsah plotu 5, jehoZ piidorys tvofi elipsa
£ P

106 T2~
@ vime-li, e viika v bodi (z,y) je rovna \/(1/4)z= + 47.
Refeni. Hledany obsah § je dén kfivkovym integralera
§= f\/(l/tl):c" + 432 ds.
c

u—{u\{"

1,

Volba parametrizace ¢(t) = (10cost,5sint), t € {0,271}, pak d&

o

f\/zscus=t+1m5in=:- +/100sin? ¢ + 25 cos? ¢ dt
o

f SR T 57 ds
C

2
fzscoa”t+ 100sin?t dt
1]

2x
1 2t 1—cos2t
+ co8 + o5

TR = /25 2 00—~ dt =125
a ———
Uloha. Urlete hmotnost m dratu ve tvaru oblouku cykloidy
C = {{r(t —sint),r(1 — cost} | t € {0,2m}},

je-li hustota rovna drubé mocning vedilenosti daného bodu od cey .



