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Priklad 1.60. UZitim Greenovy véty vypoditejme kittvkovy integral

f(“y)dw— (z — y)dy,
8

kde C je kladné orientovand elipsa (z%/a®) + (2/¥?) =1, (a > 0,0 > 0).

Refeni: Ptipometime, %e je-li F(z,y) = (P{z,y), @{x, y)) rovinné vektorové pole
a C jednoduchd uzaviena po Gastech hladka kladné orientovand kfivka, jeZ tvofi
hranici mno#iny A, pak podle Greenovy véty plati, Ze tok tohoto vektorového
pole pies hranici mnoziny M (tj. kfivku C') je roven Ghrnému mnoZstvi divergence
tohoto pole na M. Tedy plati

(12) %F-nds = [ divFda,
JC M

ti.

(13) i-@($,y)d$+P(m,y)dy=L(apéi’y)+6Qéz:y)) A

Cheeme-li nyni pouZit k vypoétu integralu f(c)(w +14)dz — {(z — y) dy vzorec (13),
znamend to, ze misto toku vektorového pole F(x,y) = (—(z — y), —(z +y)) pfes
kiivku €, mfizeme poditat Ghrné mnoZstvi divergence tohoto pole na M. Protoze
divF(z,y) = (-1, -1), je

21 1
jé' (z+y)de —{z —y)dy = / (-1-1)dA= / / ~2abrdr d¢ = —2abm
(o3} M Jo 0 ——

(Dvojny integral jsme vypoditali substituci pomoci zobecnénych polarnich soufad-
nic.)

Priklad 1.61. Ufitim Greenovy véty vypoditejme kiivkovy integrdl

1 apd 1 P
% (—+2:cy—y—) dm+(—+:c2+"r:—) dy,
el T 3 Y 3

kde C je kladné orientovand hranice mnoZiny
Mi{(fﬂ,’y)ERzrﬁlS:vz-Fyng/\%Syéx/ﬁw}.

Reseni: ProtoZe poéitany kiivkovy integrdl ndm opét pfedstavuje levou stranu
ve vzorcl (13}, je

1 3 1 P
F{z,y) = (a+m2+%,—5—2:€y+%—).

Odtud ~
divF(z,y) = (22 + 2%, —22 + ).
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Podle vzorce (13) pak dostavame

1 3 1 3
fo o) (e ) o

3 w/3 65
= / (;L'z-i-yz)dA:/ / r3dopdr = —.
M 2 Ja/6 24

(Dvojny integral jsme vypoditali substituci pomoci poldrnich soufadnic.)

Ptiklad 1.62. Vypoditejme obsah plochy omezené jednim obloukem cykloidy s pa-
rametrizaci ¥ (t) = (a{t — sint),a(l — cost)) (@ > 0), t € {0,27) a osou .

Reseni: Jednoduchym disledkem Greenovy véty je vzorec pro vypocet miry (ob-
sahu) mno#iny M ohranitené uzavienou kladné orientovanou kiivkou C. Zvolime-li
napf.
Ty ) , 1 1
F(z, :(—,—), e divF(z,y)=-+==
(wy)=\33) Je dvF(@@y)=g+5=1
a podle vzorce (13) je

1
(14) —j(—ydm+mdy=/ (1+1) dA=f dA = pu(M).

Obecné stad, zvolime-li si libovolné rovinné vektorové pole F, jehoz divF = 1.
Zvolime-li napt. F(x,y) = (,0) a z (13) dostavame dal3i vztah pro vypocet miry
mnoziny

(15) fcmdyszl-dA=LdA=u(M).

V nagem ptipadé je hranice mnoZiny M tvofena dvéma jednoduchymi na sebe
navazujicimi kfivkami C; a Ca, kde C je &st osy = mezi body (0,0) a (2a7,0) a Cy
je oblouk cykloidy vychazejici z bodu (2ar, 0) a vracejici se do bodu (0,0). Hranice
je pak pii takto zvolené orientaci orientovéna kladné. (Ptipomefime jednoduché
pravidlo pro uréeni orientace nzaviené kfivky - hranice mnoziny: Prochazime-li
kiivkou ve sméru zvolené orientace a mame-li uzavienou mnoZinu po levé ruce,
je kiivka orientovdna kladné. V piipadd, Ze mnoZina je po pravé ruce, je kiivka
orientovana zaporné.) Je tedy

1 1 1
u(M)zwf—ydw+mdy=—f —yd:c—{—:cdy—k—% —ydz + zdy.
2 ¢ 2 Ch 2 Co

Kiivku G, parametrizujeme funkel 4(t) = (¢,0), t € (0, 2a7). Snadno zjistime, Ze

1

—j{ —ydr+zdy =0.
2 Je,

K¥ivka C, je parametrizovana funkci ¢(t) = (a(t — sint), a(1 - cost)), t € (0,2m).
Protoze jsme hranici mnoZiny orientovali kladné, postupujeme po k¥ivce C5 proti
rostoucimu parametru, a to znamend, Ze pii vypoétu druhého integralu musime
u tohoto integralu zménit znaménko. Je tedy po Upravée

1 f 1, (™
—?g —ydsc+mdy=-——a2/ (—2—I—2cost+ts‘mt)dt=3a2w,
2-09_ 2 J0
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12. Greenova, Stokesova a Gaussova-Ostrogradského véta

V tomto odstavei se budeme zabjvat vétami tykajicimi se kiivkovych a plognjch integrali. Zopakujeme
pouze vzorce, pfesné formulace najde &tenaf opdt v [1], [2], (3], {7}
Greenova véta (1. verze):

// divfdar:dy= f_‘- Uyds,
JJo a0

kde 1% je vn&jsi normalovy vektor hranice 8 oblasti 0, ktery ma velikost 1, tedy |1%| = 1, podobné znatime
jednotkovy teény (nebo smérovy} vektor hranice 75 = . Uvedomime si, #e div fl (x) znamend zdroj, zfidlo
vektorové funkce f v bodé x. Pak lze piiblizit fyzikalni smysl v8ty nasledovné: ,Kolik funkce f v oblasti £
vznikne, tolik musi odtéci pfes jeji hranici.”

Greenova véta (2. verze):
ff (—%+%) drdy = fdr

Tento vzorec obdrime, kdy# do prvni verze dosadime funkei — f J-, uvédomime si, %e pro libovolné vektory i a
Tplati 41 0= -G - 7+ a dF = Ty ds

f[—divfidwdyz wa-u}')ds= f‘-u'ﬁldei:_/ f-ﬁ;ds:] fd?".
el an an an &0

Gaussova - Ostrogradského véta:

f/js;divfdmdydz=f-/‘;nfd§.

Jde o zobecnéni 1. verze Greenovy véty pro tiirozmérné téleso (pfipomefime jen ds§ = % d8). Fyzikilni smysl

zlistéva stejny.
//mfas":[fd;,

Stokesova véta:
kde kfivka vy tvofi ,okraj* plochy x. 1 zde jde o jisté zobecnéni Greenovy vity (tentokrat 2. verze) pro ,kfivou"
plochu v prostoru, nebot viraz — —-ﬁ + L je jen tieti slozka rot f ProtoZe rot f ( ;) znamend cirkulaci vektorové

funkce f v bod@ x, fyzikalni smyG,l teto vety lze piiblizit predstavou: ,Celkova cirkulace funkce f na plose x se
musi projevit na jejim okraji v."

Priklad 12.1:
Ovéfte Greenovu vétu pro funkei

flz,u) = (2%y, 2zy)

a pro oblast € tvofenou vuitikem elipsy se stfedem v pocatku 10,0] s pologsami g =53b=3.

feSeni:
Budeme ovdfovat 2. verzi Greenovy véty

(- +2) = [

Derivovanim obdriime v§raz v dvojném integrilu na levé strand rovnosti

Cr’f1+%=

— —3 42y,
dy dx ey

Zadanou clipsu vyjadiime obecnou rovnici
2

. 2
%; -+ % =1, odkud vyjadiime y = :i:%\/ 25— x2 |
5
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a levou stranu pak poéitame pomoci Fubiniovy véty

- (_wﬁ L ) oy — 5 2 vis-w P B
y) axay = (—2° +2y)dy | de =
Y J—5 \J 32—z

5

:’/75 [_"U y+JJ?,,__sm f V25—J;2d.b_——f \/25—.1 d.L:U

nebot integral z liché funkce na intervalu symetrickém podle pocatku je roven nule.
Pro vipodet pravé strany rovnosti vyuZijeme parametrické vyjadieni zadané elipsy

A% == Dbcost < (0,2m)
y = 3sint T

Odtud dostaneme teény vektor ¥ = (—5sint, 3cost) a dopoditdéme piisluiny k¥ivkovy integral

27
] (aty, 2ry) dF = f (375 cos® tsint, 30costsint) - (—bsint, 3cost) dt =
an 0

27 2r
= —1875/ (1 — sin® ¢t} sin® t cos ¢ dt -l-QOf cos® tsintdt =0
0 0 i

[ e —

o — —

=0 =0

Piiklad 12.2:
Qvefte Greenovu vétu pro funkei

-

Fla,y) = (—p,2%)
a pro oblast £ na obrazku.

Fedeni:
Budeme ovéfovat 2. verzi Greenovy véty

f/( on 3f2> drdy= | fdF.
o\ dy a0

Derivavanim obdr#ime v¥raz v dvojném integralu na levé strané rovnosti

Vyjadiime horni a dolni &4st hranice oblasti funkénim vztahem
ygp =1+ V1—-u? yp = ~1—+1—u?

a levou stranu pak poéitdme pomoci Fubiniovy véty

1 1+ T=a* 1
// (22 + 1} dody = f ([ (2z +1) dy) dr = f (2z+1) [y]z;lji/%g dr =
Ja -1 -1

1-VT—=2
—2/ 2L+1{1+\/1—.u2)d,1,—2[ (22 +1 d.c+4] \/1Am2dﬁu+2/ \/1*.L2d.11'_4+ﬂ'
\____v__../ —
=2 =0 =z

posledni integrél vypoéitame nejlépe substituci x = sint.

79
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Pro vypotet pravé strany rovnosti vyuZijeme parametrické vyjadfeni jednotli-
vjch &4sti hranice oblasti 80 = T'y + T’y — 'y + Ty a kiivkovy integral rozdélime na

Styfi
T-‘.'i
S5 T T2 Ta T4 -1

Pro kazdou é4st hranice uvedeme jeji parametrické vyjadfeni, vektor ¥ a pFisluiny
kiivkovy integral.
Poéitame prvni dast

1

te{—1,1}, teény vektor F=(0,1) a integral f (—y, z? ) dF = / (—¢,1)(0,1) dt =2,
r J =1

&

'y: =1
=t

i/

2

Nasleduje druha ¢ast

I';: a=cost ) . . . i 2 g
. te{0,m, teény vektor 7= (—sint,cost) a integral (—y,z°}df =
y=1+sint Tz
™ ™
= / (~1 - sint,cos? t) - (—sint, cost) dt = / (sint +sin®{ + cos®t) dt =
0 0

" T -~ i T
= [ sintdt + / sin® tdt +/ costtdt =2+ — .
S0 40 0 2

- ool

=-leost]j=2 =[§(w—sintcos i)];:% =0
Vipotet tieti ¢dsti je podobny jako u prvni ¢asti,

Ty 1 1
! t€{~1,1), teény vektor ¥={0,1) a integral / (—y,z%) dF = / {(—£,1)-{0,1) dt =2
Iy -1

@€ —
y=t

Koneéné ¢tvrid ¢ast (podobnd druhé &asti)

Iy: x=cost ) , -
! * . te{m2n), teény vektor ¥ = (—sint,cost) a integral (—y,x*)di =
y=—1-sint Iy
29 21 2 2T . T
= / (1—sint,coszt)A(fsint,cost) dt=—/ sintdt+/ sinztdt—i—/ cosjtdt=2+§ .
v T o S

Celkové se i pravd strana rovnd 4 + 7 a Greenova véta je ovéfend.

: Pfiklad 12.3:
@Uiijte Greenovu vétu pro funkce

.F(-L'uy) = (:‘:yeyz) gz, y) = (.'172,.’1.'1]) E(.’I}, y) = (—‘y,:ﬂ)

a pro oblast 2 ohraniéenou kitvkon Iy a osou =z, kde
——

I'y: x=tcost
t CERSE gy eom.
y=tsini
// & daody // y dwdy /[ 1dwdy .
Jin Jia Jla

Vypoéitejte tak dvojné integraly

FeZeni:
Viraz v dvojném integrilu na pravé strané 2. verze Greenovy véty pro funkce f, § a h skutetn& dava po fadé

%4"?.‘;‘_2 _Q‘.g,l agz—- _%.{_%:2,

By Br ' 3y oz Y Jy o
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Hranice 8§ oblasti € sestava ze dvou &asti, z kiivky 'y a z &asti osy z. MiiZeme psat A0 =T, + Ty, kde
Ty: z=—-mw+1t
{0, 7).
y=20

Poéitejme teiny vektor pro kiivku I'y a oznaéme ho 7 = (cost — tsint,sint + {cos t) a pro kiivku I'z pak
Ty = (1, 0)
Pro f obdrzime z Greenovy vety

ff —wdzd —]f( af‘ ——) dedy = | Fair= | fdr+ | Fdr=am-4
O a0 r I's S m———

'l ™
f (zy, y?) di = / (t* costsint, t2sin?t) - (cost — tsint,sint + tcost)dt = / t?sint df =
o 0 0

nebot

T

=[wt2cost]g+2/ tcostdt = w% + 2 ([tsinﬂg—/ sintdt) =a—2.2=7"-4,
Jo Jo

(pouzili jsme dvakrit metodu per partes) a

L(wy,yz)d'fe f;(o,o)-(l,O)dt=o :

Pro 7 obdrZime z Greenovy véty

1 .
[jyahd‘t —/ Jdi = [f (_5_91__'_%) da:ciy:/ Q'dF+/ §d’F=—2ﬂ'+—-‘JTd
a5 A ™ Tz 3

™ ‘JT
f (x?, zy) dF = [ (t? cos®t, t* costsint) - (cost — ¢sint, sint - tcos tydt = / t?costdt =
r, 0 0

& T
= [t*sint]§ — 2] tsinfdt = -2 ([r-tcost]{,’ +/ costdt) = -2z
0 0

ko

_/le(-’fﬂwy)dféI/O'ﬂ((f—vr) ,0)- (1, (J)duf(t—ﬂ%t:E(t—w):‘] =%7r3,

Pro & obdriime z Greenovy véty

th dha f = T o= SRR
= = = hdr — hdff = =
/f 2drdy = f/ ( By BL) dxdy = aﬂhdr s L 7 s vdff =2

" s T2 147 1l 3
f {(—y,z)dF = f (—tsint, fcost) - (cost — tsint,sint -+ fcost)df = t°dt = §t‘ = 57:
r 0 0
f(—y,::;)dF:f (0,7 — 1) (1,0)dt =0,
Ta 0
Zapiseme vysledky

" . 1
/j sdrdy =4 —7° // 'yd:ndy=11rd—27r, ffldwdy:—ﬂ's
Q 0 3 v 6

nebof

nebof

Priklad 12.4:
Zjistéte soufadnice t&7i5té rovinného {tvaru z predchoziho piikladu. (Pfedpokladdme, #e hmota je rozlozena
stejnomérng, neboli hustota je konstatni p{z,y) = 1. 3

resem

P

Yo [1
a7 = M a yr= My , kde M, = // wplz, y)dsdy My = ff yp(e, y)dedy 8 m= f[ pla, y)dedy |
m ™ a Q Q




