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9.3 Taylorova a Maclaurinova Fada

Piiklad 9.3. Rozviiite nasledujici funkce v Maclaurinovu Fadu

{a)f(a:) = COST (

———————

Reseni. Nejprve poloZime z? = t. Dostdvdme funkci cost, jejiz rozvoj je

t2 t4 tﬁ oo 2n
COS'[?=1—§+Z!'"—€?+ 1) Zo ZnF’ teR.

Poté dosazenim za t = z? dostavime poZadovanou Maclaurinovu fadu

4 8 12 An

2=1_.f_ r_rT L 1" .
CoS T TR 4+ (2n)' g_:o( 1) 2n)" zeR
\b) fz) ='m
Regeni. Nejprve zadanou funkei zderivujeme. Plati
inz) = s = (1—5%) "} 1,1
(a.rcsm:c)—m-—‘( -28)7%, ze(-1,1)

Poloime-li —z2 = t, dostaneme funkei (1 + £)77, jeji# rozvoj do binomické fady je

1 -3 —3 1 3
) 7=1 2 2 2=l St et
(141) +(1)t+(2) + sttt T
Dosazenim za t = —z? dostdvame

1 3
Q-2 =1+ :c + 5751 g+

a integraci dané fady mame

. * ™N—% g _ B 1, 3 4 _
arcsinz = ]{; (l—s) st——/o (1+§S +22_2!s 4 )ds=

_ +a:3+ 3z° s
=TTy g .ol
1

Liesend. Nejprve zadanou funkei upravime



(b) sinz
Re3en{: PouZijeme vyjddfeni koeficientd v lokdlni Taylorové vété. K tomu
stati spoéitat n-tou derivaci dané funkce a délit nl.

{c) cosz
Reseni: Plat{, Ze
(cos w)(4“+1) = —sinz, (cosw)(4"+2) = — COS &,
(cosz)@"®) =ginz, (cosz)* =cosz, neN
a tedy

(cosz) 41 (0) =0, (cos )2 = 1 (cos 2)n+3)(0) = 0,
(cos )™ =1, neN
viechny liché derivace jsou tedy nulové a sudé lze vyjadfit jednim vztahem
(cos 2)@™(0) = (-1)™, neN

(d) In(1 + z) ReSeni: Plati, Ze

iIn(1 +z)]’ = _1.%;, (In(1 + )" = _HT—I—E)E’
1.2 1-2-3

n(l + =)]” = (1 + )" = —

T+op d+a)
odkud lze vyvodit, Ze

n(l+z (n) _ (_ n+1(__”1)!
V nule dostaneme

ln(1 + 2)]™(0) = (-1)***(n — 1)!

@ 3. Najdste Taylorlv rozvoj v nule funkce
| | Vo = |

do patého fadu.

Refen{: Podle vztahu pro rozvoj exponencidlni funkce dostaneme

+ (2x — z2)? N (2z — z%)3 N (2x - x)* N (2¢ —a?)® _
2! 3 4l 5!

B =1 4 (22 — 2%)
1
= 1+(2x-m2)+%(4w2—4m3+m4)+%(8m3-—12m4+6m5+o(w5))+ﬁ(16m4-—32z5+o(m5))
1 5 B\ _
+m(32$ + o(z”)) =

2 5 1
—14+2z+2° — g3 — 2t — —ad 5
14+2z+z 3% "5 T + o(z")
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1 1 1 1 2 \7*
= . —=={1-Zz] .
3—-2zx 3 1—:,;3: 3 3

Poté poloZime —%m = t a dostaneme funkci -15(1 + ¢)71. Jeji rozvoj do binomické fady

je

N O ) S S i R YR

Po dosazeni za t = —%m ziskame Maclaurinovu Fadu

= -3 () () () () -

— 14(-1) (ﬁm) R e i (%)n(_l)nmn_l_...:

3 n!

{1+§m+(~:%(!ﬁ-(;)2m2+---+%@)nx"+---] =

50

n=0

W= Wl

|05@) =e=== |

—_—

Refeni. Provedeme rozvoje v Maclaurinovu fadu pro funkee e” a cos z

s14 2 z 2t 2
Celtptygtyta et
2 gt
COSSU=1—“2T+Z!—+

€®? = e.e Mg +--=e |l +

le)7(z) = o sinz)

Reseni. Maclaurinova ¥ada pro funkci e® (viz pfedchozi piiklad) a sinz je
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. 3 .'L'5
sing =gz —Zr+ 5+

Nyni obé Fady navzdjem vynasobime a dostaneme Maclaurinovu fadu pro funkei e® sin z

“sinz = (1+ +m2+x3+m4+$5+ )(m—£+fi+---)=
3! 5! 3l " 5l
$3 3,1.5 rt 1:3 5“,,.5 9;4 .’L‘5
= s-grmptr gty T tetut T
3 $5
= z+a? +?_73.E+

Cviteni 9.3. Rozviiite nasledujici funkce v Maclaurinovu fadu

a)f(z) =e* [1_$2+.;_;+___+(_1)n+1%+,,_]
b)f(z) = sin 2z [23;_.&3+22z +]
) f(z) = o=y [1+ 3% + 325 + 530 9 4..]
d)f(z) = (L +z)e” (1420 + 322 + 42+ -]
e)f(z) = In (1 + ) [1nz+ 2 1;2+...]

Piiklad 9.4. Rozloite v Taylorovu fadu nésledujici funkce
a)f(z) = V% v bodé ¢ = 1.
Resent. Plati

f'(x)=-§,-:v% = fu=3
-4 =  f2=%

cix
2
o -—g- = 9=

Dosazenim do Taylorovy ¥ady dostavame

3
flz) = 1+—Z—(m—-1)+§2—?_’-—2—!(3:-—1)2—23 3!($'1)3+"'=

(x—1)2_(w—1)3+_._]
2.2 22 . 3! '

3
= 1+§ (1;—1)—}-



2 3 4 4 5 5
s Z° T x z T 5
V(@) =57+ 250 + 3 2o T 22 T2 T o(=%)
3 4 5 5
3 T T T T 5
V(@) = s+ 3gmm + 3o T o T o)

4 5
4 5
V(=) = s +42!2r213! +0(z")

Viz)® = + ofz?)

x
2121212121
Kdy# viechny pifspévky seCteme, resp. odetteme, dostaneme

1 1, 1 s
fl@)=1-32+ % ~ mp” o)

- 8. Najdéte Tayloriiv rozvoj v mule funkee
@ l (@) :;m

do pétého tédu..
Regeni: Je '
23 2f 1

z 5
T cosz ( 3! ofa™)) - 1__@2_?4_%_‘_0(335)

flx)y=tgz

na vhodném okoli nuly

BT oty Y (G- ) =

k=0

= (e~ 3+37+o(a=5))+(ma +-—+ 5)( +o(m5))

3t B
23 b

B - A

- T4t ole®) (%,———-+o(a=5) +o(a®) =
5 T3 N

——;2 + o{z®) + o(=®) =
_ 2 s 5
-a:+3:1: + 5% + o(z”)



<2

@

———

fa) = o=

Priklad 3.7: Rozviiime funkei
(1+42)?

vhodné funkce.

do mocninné fady s pouZitim rozvoje

Reseni: Pro véechna z # 1 plat

= [tz = -

Protoe funkce F(z) je soudtem geometrické fady s kvocientem —z, plati pro jz| < 1

14z

= Z(—x = Z —1)%z".
n=0 n=0

((-1)y*a™) = n(—1)"z"~Y . Rada Z n(—1)"z" je stejnomérng konvergentni na {—z0o, To)

n=>0

00 -
pro zo < 1, miZeme tedy derivovat fadu z(—l)“ 2" &len po ¢lenu a plati

1 o0
= Z(-—l)"'ln g™t = Z(—l)"(n-{— 1z®, pro z € (—Zo,To) -
n=1 n=0

Dostali jsme rozvoj nadf funkce do mocninné fady

Z( 1)*(n+1)z" pro |z| <1.

(1+ 1+
e
P#iklad 3.8: Rogzvifime funkel / f(z) = arctg:r:)do mocninné fady s pouZitim rozvoje
vhodné funkce.
Regeni: Pro viechna z € R plati
1
' ——
| Fl) = =

Proto¥e funkce f'(z) je soultem geometrické fady s kvocientem (—z?), plati pro [z < 1

1 o0

- — __1 ann .
1+ 22 592) ;)( = ;( )

o0

Rada Z(—-l)”mz" je stejnomdrné konvergentni na {—zg, To) Pro o < 1, mitzeme tedy
n=0

integrovat fadu ¢len po €lenu a plati

o0 2n+1

/0 +t2dt = Z( 1)”/ t2hdt = Z( 1)“2 1 PO x € {—p, %o} -

n=0

18



Dostali jsme rozvoj nasi funkce do mocninné Fady

i( xntl
arctgz = -1 pro |z} < 1.
=0 2n+1
oo Zn+41
ProtoZe fada Z(—l)” 51 konverguje stejnomdrné na intervalu (—1, 1), plati
n=0
e pn+l
arctgz = Z(—l)“2n+1 na {(—1,1).

n=0

Cvigeni 3.3: V nasledujicich cvideni najdéte rozvoj funkece f(z) do mocninné fady s
pouZitim rozvoje vhodné funkce.
1

22 N ——
a) e b) zsinz, c) In(l+w), d) A+ap

y

19
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Kapitola 2. Refené pFiklady

T —
P#iklad 2.20. UZitim zékladnich rozvoj najdéte Maclaurinovu fadu funkcelf (x) = cos?x |
a urdete obor, ve kterém s soucet této fady rovnd funkei f. —_—

Relent, Podle zndmého goniometrického vzoree plati

Podle zékladnfho rozveje pro

1
cos’x = 3 (14 cos2x).

funkci kosinus pro ka¥dé t € R plati

2 .
COSt=1—'-2—!+ZI""'+(—].) -(—EEST-F
Dosazenfm ¢ = 2x dostévime pro kazdé x€R
(2a)® | (29" (26>
gp= = i et n A 4=
cos T +-71 +(-1) o)l +
22 24 22520
— —r ——— e —1 ",
1= St g
Tento rozvoj dosadime do Gvodniho vztahu a upravime
1 1 2,2 2% 225
2 n
— ] 1.—__——- —— v ¥ —_ » ——— ‘e -
cos“x =73 (14 cos2x) 3 (1+ T + +(-1) @) +
2x2 23x 2n—1x2n
- Ty T
oo 2’2n—1x2n
1+ Y (=)
ngl (2n)!

Nalezend Maclaurinova fada m4 soudet rovny cos?x pro kazdé x € R.

Piiklad 2.21. UZitim s4kladnfch rozvojti najdéte Maclaurinovu fadu funkce flx)=sin"x

3

a urlete obor, ve kterém se soulet této fady rovnd funkei f.

ReSeni. Vyraz sin® x upravime pomoci goniometrick\jch yzorch nésledovné:

1 1 . .
gin’ x = sin®x-sinx = 3 sinx- {1 —cos2x) = 3 (sinx— sinx - 0§ 2x) =

= % [sinx—- (._}2. -(sinx — sin?:x))] = % . (3sinx — sin3x)-

7 zéakladniho rozvoje pro funkci sinus .

4 (teR)
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Piiklad 2.23. U%itim zékladnich rozvoji najdéte Maclaurinovu fadu funkce
1+x

=1
o=

1
Regeni. Defini¢n{ obor dané funkce je ddn nerovnosti - X > 0, tedy x € (—1,1). Pro ta-
kové x jsou oba dva vyrazy 1 +xi1—xkladné, takZe muieme psét

1+x 1 1
e f-— = —- —_——- —x)=
In - 1n(1+x) In(1-— x) 3 In(1 +x) 5 In(1 —x}

-—5 [ln(1+x)—1n(1 x]
ti

Podle zdkladniho rozvoje funkce logaritmus pla

x2 ll}' . qe
In(l4+x)=~+ (g, jelixe (L1,
1 2 n
2
x X I o
= (D —— - —1.1).
In(1 —x) T2 +(-1) " , jelixe{—1,1}

Oba tyto rozvoje dosadime do piivodniho yztahu pro ka¥dé x € (—1,1) a upravime:

1+x 1 _
ny/3==5 [in(1+) - In(t )] =

_1 x2 n+1 x x2 n fn_ el =
5-[x—7+---+(—1) -;—+---+x+2+ +(-1) — | =
1 2x3 x2n+1 3 2n+1 _
7 (5 +2+1+)-—x+3+ A=
x2n+1
E;)Zn—l-l

Rovno tln1/1+x-—i ikl lati pro kazdé x € (—1,1)

Priklad 2.24. Uitim z4kladnich rozvojii najdste Maclaurinovu fadu funkce

1
f(x)=-(-1—_-;)'p:v

1
Begeni. PoloZime-li t = —x, dostdvéme funkei f(t) = (EnE =1+
Jeji rozvoj do binomické fady je pro kazdét € (—1,1) tvara

(1+t)'2=1+(—12) -t+('22) NLESTRRE (_:) A=

23— (=) (A D)



4. Najdéte Tayloriv rozvoj v nule funkce

14z 4 z?
flz) = 1—z+z?
do &tvrtého Fadu. Urcete f4(0).

Redeni: Na né&jakém okoli nuly, kde |z — z?) < 1, plat{ rovnost

1+z+z?
1—(z — z?)

=(1+z+2%) -i(m—wg)’“ =
k=0

(1+w+w2)+(1+ﬂ:+x2)(1:—-sc2)+(1+w+:c2)(m-—a:2)2
+a+o+ad)@—aP+ L+t -2+ ofz') =
=(1+w+m2)+(sc+a:2+a:3—w2 —z® -zt

T 923 — 2z + 2t + o(z?)) + (& + 2t — 3zt + o(zh))
' +(z* + o(z*)) +o(z?) =

— 1+ 2z + 222 — 22* + o(z?)

7 jednoznatnosti rozvoje pak vyplyvé, Ze FA0) /4 = -2, a tedy f4H(0) = —48.

Q 5. Najdéte Tayloriv rozvo] v nule funkce
10 - N

f(z) = In(cos z) l

————— e

do Sestého Fadu.

Resent:
Je
' 2 2t 28 6
#(z) = In(cos ) = In{1 — —2—+ 51 7—264—0(55 )=
Oznatme V(m):—%+%_%+o(x6)
v 2 VvV 3
=V(z)—- (@) +—-——(m) +o(z®) =
2 3
22zt 2® o) 1/z z? zt 6) _1_( z® 6)_
=(“z’*§£f?§a+°(w ))—5(1—2751“@) +3 (g T o)
22 4 .’L‘6 6
=—"2‘—E‘E"+O(m)



12,

6. Najdéte Taylordv rozvoj v nule funkce

_—
f(z) = sin(sin T) \

f(x) = sin(sin z) = sin{z — %:i +o(z®)) =

do tfetfho Fadu,

Regeni: Je

Oznaéme V(z) =% — % + o(z?)

Viz)?
6

= (a: - _9:_;"_ + o(m3)) - % (a: - :—%3- + o(ma))s +o(zd) =

= (a: - fg— + o(ma)) - 15 (2® + o(z®)) + ofz®) =

=Viz)~- + o(a:3) =

=xz- %xs + o{z®)
7. Najdéte Taylorv rozvoj v nule funkece
z
fl@) =73
do &tvrtého fadu.
Regeni:
Na vhodném okoli nuly je

T T
e —1 sc+a:2/2!+:1:3/3!+m4/4‘.+m5/5!+o(a;5) -

I SR

14 z/2 +a2/3+ 23 /4! + 24 /5l + oz®)
2 g8 Ei k

o0

= ;J(—-l)’“ (-;—‘ + %T + gt o(m5)) =

Oznatme V(z) = § + g Z+ 21 + o(a®)
=i—va+vwﬁaV@?+wa—vwf+o@w

Rozved me jednotlivé mocniny V(z) do patého Fadu.

2 3 4
T & T
T T T +o(z?)

I
V@y=5t3 74" 8

5



