Kapitola 5
Mé&ritelné funkce 70%

Ukézali jsme, jak lze vybudovat dostateéné bohatou teorii miry. Prekvapivim zjis-
ténim bylo, Ze pfi rozumnych poZadavcich na vlastnosti miry nelze ofekdvat méfitel-
nost kaZdé mnoZiny. S podobnym jevem se setkime i pfi tvorb& teorie Lebesgueova
integralu, kdy se ukaZe, Ze t¥ida funkci je p¥ili§ “Ssiroka” na to, aby bylo moZno vytvo-
fit rozumnou teorii integrace, kterd by obsédhla vdechny funkce. Vymezeni smysluplné
t¥idy je v@novana tato kapitola.

V celé kapitole budeme pfedpoklddat, Ze je ddna neprézdni mnoZina X s o-
algebrou .# podmnoZin mnoZiny X. Pfipometime, Ze méiitelnym prostorem rozu-
mime uspofddanou dvojici (X, .#), prvky méfitelného prostoru, tj. prvky o-algebry
A, nazyvéme méfitelné mnosiny. Pokud budeme v&dé&t, Ze pracujeme pouze s jed-
nou danou o-algebrou na X, budeme struénéji mluvit o méfitelném prostoru X (tak,
jak je dobrym zvykem v teorii metrickjch a topologickych prostoril).

Redlnou funkei na méFitelném prostoru X rozumime zobrazeni f : A C X —
[—00,400]. Je-i f: A C X — (—o0,400), nazveme f konednou redlnou funkci.
Pokud nebude vislovné uvedeno jinak, budeme pfedpokladat, Ze f je definovana na
celém X,

Definice 5.1 Necht (X, .#) je méfitelny prostor a f je redlné funkce definované
na méfitelné mnoZinéd A, Funkce f se nazyva méritelnd, jestliZe pro kaZdou ote-
vfenou mnoZinu G C [—cc, +oc] je mnoZina f~1(G) méfitelna.

P#imo z definice plyne

Priklad 5.1
1. Jeli .# = 2%, je kaZd4 reilnd funkce mé&fitelns.

2. Je-li f = ¢ konstantni funkce, potom pro libovolnou otevienou mnoZinu &G C
B, jelic€gG

[~o0, +o0] je f7HG) = { X, jeliceG @ f je méfitelna.

3. Je-li # = {0, X}, pak redlnd funkce f na X je méfitelnd pravé tehdy, kdyz
je konstantni.

38



KAPITOLA 5. MERITELNE FUNKCE 70% 41

jsou ob& mnoZiny M~ a Mt méfitelné. Dale pro libovolné a € R plati:

pokud @ > 0, potom {z € X : f(z) >a} ={x € X : f(z) > a} \ MT,
pokud @ < 0, potom {r € X: f(z)>a}={z e X: f(z) >a}UM".
Tudi? funkee f je maFitelns. 3
2) Necht naopak jsou mnoZiny M~ a M+ méfitelné a f je méfitelnd funkce, potom
proa>0je {ze€X:f(z)>a)={zxecX: flz)>a}UuM™,
proa<Oje {zeX:flz)>a}l={zecX: flz)>a}\ M,

tedy f je méfitelnd. 0

Piiklad 5.2 :
Je-li A mé&fiteln4 mnoZina a je-li f(z) = ¢ konstantni funkce na A, potom

# proa<ec,
A proa<e

Y ~o0,a)={z€A: flzx)La} = {

’

a tedy podle véty 5.1-4 je f mé¥itelnd funkce.

P#iklad 5.3
Je-li A méfitelns mnoZina, pak jeji charakteristickd funkce x a, definovana jako

_J 1 proxzeA,
xa(@) = { 0 proxg A
je méfitelna. Je totiz {z € X : xa{z) > a} € {B, A, X} pro libovolné a € R.

Priklad 5.4
Necht B C A € .# a funkce ¢ je restrikce charakteristické funkce yp na mnoZinu
A,

_J 1 proxeB,
() .—{ 0 proxgB proz € A.
Potom je funkce ¢ méFitelnd pravé tehdy, kdyZz je méfitelnd mnoZina B. Je-li totiz
funkee ¢ méfitelnd, potom B = ¢~1((0, +oc]) = {z € A : p(z) > 0} je méfitelnd.
Je-li mnoZina B méfitelné, potom

A pro 1l < a,
o H[-0,a))={x€A:p(x)<a}=¢ A\B pro0<a<]l,
proa<0

je vidy méfitelnd mnoZina, tedy funkce ¢ je méfitelna.

Véta 5.2 Necht f a g jsou méfitelné funkce a ¢ je redlné ¢islo. Potomn téZ funkce
cf, 1% f+g, fg

jsou méfitelnée.
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na vhodné mnoZinové systémy. Jeden z moznych systémi — o-algebra — je zaveden
v nésledujici definici.

Jesté neZ si definici o-algebry uvedeme, je dobré si uvédomit, Ze zatimco pod-
minky i. a . maji zédklad v geometrii euklidovsk{ch prostor(i, podminka iii. na
geometrii zdkladni mnoZiny nezavisi.

Teorie miry je v soudasné dob& zékladem pro teorii Lebesgueova? integrdlu, axio-
matickou teorii pravdépodobnosti a objevuje se v fad€ oblasti aplikaci matematické
analyzy (napf. dynamické systémy, globalni analyza, diferencidlni rovnice).

Funkce spliiujici podminku podminka iii. se objevuji i mimo matematiku — ve fyzice
se Casto pracuje s funkci, kterd oblasti p¥ifadi jeji hmotnost.

Vzhledem k naznafené rtznorodosti pouZiti teorie miry neni vhodné se pii je-
jim budovani omezit na konkrétn{ p¥ipad miry. Vyjdéme proto z toho, Ze je dana
abstraktni mnozina X, kterou nebudeme nijak konkretizovat, pondvadz v riznych
aplikacich nab{va X zcela odlisnych forem. Napf. X miZe byt redlna pfimka R,
pouhy interval [0, 1], mnoZina &isel celych Z = {...,-2,-1,0,1,2,.. .}, pfirozenych
N:={1,2,3,...}, rovina R? R™, & jin4 podstatné komplikovan&jdi mnoZina.

Definice 2.1 Necht X je neprazdni mnoZina. Systém & podmnoZin mnoZiny X
se nazyva o-algebra na X, ma-li tyto viastnosti:

(SAl) X € &,

(SA2) Ae s = X\ Ae o,

(SA3) A, e &, prone N= |, .yAn €.

Plati-li namisto (SA3) pouze slabsi vlastnost A, B € & = AU B € &, nazyvé
se & algebra. Nékdy nelze zaruéit, Ze zkoumany systém obsahuje zikladni mnoZinu
X. Potom je vhodné pracovat s okruhem, tj. systémem & spliiujicim vlastnosti:
(O1) A, Be o = A\ Be ¥,

(O2) A, Bea = AUBc .

Okruh ktery je uzavfen vzhledem k spofetnému sjednoceni se nazyva o-okruh.

Piiklad 2.1
1. Nechf & = 2%, pak & je o-algebra.

. Necht & = {0, X'}, pak & je o-algebra.
. Necht X =Na & = {0,N, {1,3,5,...},{2,4,6,...}}, pak & je o-algebra.

=W

Necht X = [a,b) C R je pevné zvoleny interval. Potom systém vSech koneénjch
sjednoceni jeho subintervali (e, 8) C [a,b) je algebra.

5. Necht X je nespofetnd mnoZina a
& = {A € X : A je nejvyde spoletnd, nebo (X \ A) je nejvyse spodetnd)},
pak o je o-algebra.

4Henri Léon Lebesgue, narozen: 28. &ervence 1875 Beauvais, Oise, Picardie, France, zemfel: 26.
Zervence 1941 Paris, France; teorie miry a integrace, teorie potencidlu, topologie.
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Problém 2.2 Doka¥te, %e systém viech otevienych intervald (a,b) na R neni o-
algebra.

Problém 2.3 Pro& nemusi obecné platit tvrzeni:
Necht & je systém vSech otevienych podmnoZin topologického prostoru X. Pak o
neni o-algebra.

Lemma 2.1 Bud & c-algebra na mno#iné X. Potom plat{
e,

2) A, Ag,. WA e = A)U...UAEH,
3)A1,A2,...,Ane.szi’——"—}»Alﬂ...ﬁAnE.Qi,

4) AL, Ay LA € = [y An €S,
5)A,Be o = A\Be .

Dikaz:

1) Podle (SA1) je X € &, podle (SA2) ) =X\ X € &.

2) PonévadZ podle 1) @ € &, té2 A; U.. .UA, = A U.. UA,UBU...UBU... e &,
4) PonévadZ pro kazdé n € N je 4, € &, je téZ (SA2) X\ A,, € & a tedy i (SA3)
nneNAﬂ =X\ (X \ ﬂneNA“) = X\UneN (X\4,)ed.

3) Podle jiz dokdzané vlastnosti 4) A;N...NA, = A1N...NA,NXN...NXN... € &.
5) Plati A\ B = AN (X \ B), podle (SA2) je X \ B € &, tedy uZitim jiz dokdzané
vlastnosti 3) téz A\ B € &. 0

Poznamka 2.1
Viimnéme si, Ze jsou-li & a & dvé o-algebry na X, téZ jejich prinik je o-algebra
na X, to plati obecngji.

Lemma 2.2 Necht &, je o-algebra na X pro kaZdé o € I. Pak téZ systém [ o; Yo
je o-algebra nae X.

Drikaz: Ovéfme platnost axiomd (SA1), (SA2) a (SA3).
(SA1L): Pro kazdé o € I je X € o, tudi X € [, P & systém [),.; Py je
neprazdny.
(SA2): Jeli A € (N c; Pa, Potom pro kaZdé o € I je A € &, tedy i X' \ A € b,
odtud X \ A € (N, c; -
(8A3): Je-li Ap € (\,er @ Pron €N, je pro kazdé a € I A, € &, tudiZ pro kazdé
o € I 162 | J ey An € & a tedy i Upen An € Noer “a-
O
Necht .% je libovolny systém podmnoZin mnoziny X . UvaZme systém viech o-algeber
na X, které obsahuji .%’; tento systém je neprazdny, ponévadZ obsahuje napf. o-
algebru 2%, Z lemmatu 2.2 plyne, Ze prilnik viech o-algeber obsahujicich . je také
c-algebra obsahujici .%°. Tato o-algebra, kterou ozna¢ime jako .%,, se nazyva o-
algebra generovand systémem . Ziejmé %, spliiuje nasledujici podminky:
1) & C S,
2} je-li & libovolnd g-algebra na X takova, Ze & C o, potom 5, C &.
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hodnot —co a +o0o0 mnoZinova funkce nenabyva, budeme ji nazjvat konefnou mno-
Finovou funkci.

Definice 2.3 Nechf X je nepriazdna mnoZina. Mirou na X rozumime mnoZinovou
funkci p definovanou na n&jaké g-algebfe & na X, kterd ma nasledujici vlastnosti
(M1} A€ of = 0 < u(A) < +oo,

(M2) p(8) =0,

(M3) A, € & pron € N a A, json po dvou disjunktni = g (U,cxAn) =
En21 p{An).

Cislo p{A) nazyviame mirou mno#iny A. MnoZiny, které patii do o-algebry & se
nazyvaji méFitelné, pfesndji p-méFitelné. Uspofddani dvojice (X, &) se nazyvi
métitelny prostor.

Pozndmka 2.2
1. Vlastnost (M3) se nazyva spodetnd aditivita, nebo r-aditivita miry .

2. Prvky meéfitelného prostoru jsou meéfitelné mnoziny.

Pozndmka 2.3
Je ziejmé, Ze miru lze definovat i na algeb¥e nebo okruhu /. Oviem vlastnost (M3)
mé smysl pouze tehdy, kdyz |}, An € &

Priklad 2.4
Uvedme si nékolik pfikladd miry:

1. Trividlni mira: pro libovolnou neprdzdnou mnoZinu X a jeji libovolnou o-
algebru poloZme u(A} = 0.

_fo pro A= 0,
‘U'(A)_{ +o0 pro AC X,A#0.

3. Diracova’ mira : pro libovolnou neprdzdnou mnozinu X a pevné zvoleny prvek
z € X poloZme
1 proxzeg A,
8:(4) = { 0 proz ¢ A

4. Aritmetickd mira, té% poditaci mira: pro libovolnou neprazdnou mnoZinu X a
jeji libovolnou g-algebru poloZme p(A) := #A

(4) = card A, je-li podet Elendl A koneény,
A= too, je-li A nekonedna.

5. Lebesgueova mira na R: pro X = R uvaZme Borelovu algebru #g. Lze ukazat,
(viz. str. 27), Ze existuje jedind mira A definovand na g tak, Ze pro kaZdy
otevieny interval (a,b) je jeho mira rovna jeho délce A((a, b)) =b—a.

“Paul Adrien Maurice Dirac, narozen: 8. srpna 1902 Bristol, Gloucestershire, England, zemfel:
20. ¥jna 1984 in Tallahassee, Florida, USA; matematik, fyzik.
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Existuje-li konetény Lebesguetliv integral funkee f(z) v E, pak o funkei f(z)
fikdme, Ze je integrovatelnd v Lebesgueové smyslu. MnoZinu viech lebesgueovsky

integrovatelnych funkei pfes E = {a, b} znatime L(E) nebo L({a,b)).
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Obrdzek 4: K definici Lebesgueova integrilu.

VEta4.27. Ms-li f(z) v {a,b) Riemanniv integrél, pak zde mé i Lebesguetv in-

tegral a oba integraly jsou si rovny, tj.
b b
®) [ 1@ iz =) [ fa)de.
@ a

Obrdcend véta neplati. Funkce, kterd ma Lebesguelv integril, nemusf mit Rie-

manndv integral. R{{a, b)) C L{{a,b}) (viz nasledujici piiklad).

Piiklad 4.28. Vypotitejme (L) fol fo(z)dz, kde fp(z) je Dirichletova funkce.
Oznaéme na (0, 1) mnoZinu viech raciondlnich &fsel Eg a mnoZinu véech iraciondlnich
¢fsel Ey. Poznamenejme, e mnozina Eg je spodetna mnoZina (existuje vzdjemné jed-
nozna&né zobrazeni mezi mnoZinou Eg a mnoZinou pfirozenych Zisel N}, jeji mira je

proto nula, #Fg==0, mira mnoZiny Ej je rovna jedné, nebot pnFy = u({0,1) — Eg) =
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#{0,1) — puEg = 1 — 0 = 1. Zvolme libovolné déleni d intervalu (0,1}. Zjemfiujeme-

li toto délenf, dospéjeme k inf Sr{d) = sup sp(d) = 1-uEg+0-uE = 0,
d({0,1)) d((0,1})

Lebesguetiv integrél existuje a je roven nule. Jak jiZ bylo ukédzédno, Riemanniv in-

tegral Dirichletovy funkee neexistuje.

Pfed dal3imi piiklady je zavedeme pojem charakteristickd funkce:

Definice 4.29. Nech{ M C E = {a,b). Pak funkce x5r : E — {0,1}, pro kterou
1 pokud ze M

, e nazyva charakteristickd funkce mnoziny M
0 pokudzé¢ M

platt xar(z) ={
v mnoZiné E.

V nasledujicfch dvou pfikladech budou ukdzdna zajimava diskontinua.

Piiklad 4.30.  Zjisté&me Lebesguetv integrdl charakteristické funkce Cantorova
diskontinua.

Cantorovo diskontinuum je mnozina, kterd vznikne, kdyZ z uzavieného intervalu
odstranime spotetné mnoho otevienych intervali. Uvazujme nésledujicf nekoneny
proces. Z intervalu C; = (0, 1) vyjmeme otevfeny interval E1 = (§,%) (prvnf krok),
zlstanou dva uzaviené intervaly (0, %), (%, 1), jejich sjednoceni oznaéme Cy. Z C3

=(78

vyjmeme intervaly Ez1 = (§,2), Ea 2.8) (druhy krok), zbylou uzavienou

mnoZinu oznaéme Cs.

Obrazek 5: Konstrukce Cantorova diskontinua.

Dile postupujeme stejngm zpiisobem, ze stfedu uzavienych intervald vyjiméme
oteviené intervaly, jejich délka je rovna tfeting pavodniho intervalu, tedy ve tfetim

kroku vyjmeme z Cj interval Es;, (1 < j < 4), aZ v k-tém kroku z Cy vyjmeme ok-1
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intervald, které tvofi mnoZinu Ey, = 2‘01 E;. Sjednoceni spotetné mnoha otevienych
=1 "
mnoZin (intervaldl) je otevienid mmnofina E = |J E;. Cantorovo diskontinuum se
nazyva komplement P = {0,1) \ F mnoZiny E fi=ol {0,1) a je to uzaviens mnozina.
Lebesgueova mira mnoZiny Ey je uEr = %};—1, Lebesgueova mira mnoziny E je
pE=%+3+H&+..=1% § %n_l = %1—_12- = 1 a mira Cantorova diskontinua
PjepuP =1—-pE =20 (zdg =r:astéwé. pa.rad;x, protofe P je mnoZina nespoetni
(ma dokonce mchutnost kontinua), aviak pP = 0). Nyni charakteristickou funkei
0 pokudze FE

1 pokudze P

Cantorova diskontinua oznaéme x p(z) :{ . Lebesguelv integral

1
charakteristické funkce Cantorova diskontinua je (£) [ xp(z)dz = 0. Lze dokézat,
0
Ze mnoZina F je mnoZina bodd nespojitosti funkce xp. MnoZina P je miry nula

1
a plati xp € R({0,1)) , (R) [ xp(z) dz = 0 (dle [2, v&ta 161, str. 447]).
0

Piiklad 4.31. Zjistéme Lebesguetv integril charakteristické funkce e-diskontinua.
e-diskontinuum je mnoZina (oznaéme ji K(e)), kterd vznikne podobnym

nekoneénym procesem jako Cantorovo diskontinuum.

Qbrazek 6: Konstrukee e-diskontinua.

Necht je d4n uzavieny interval I = {(0,1). Zvolme ¢ € (0, ) libovolné pevné.
Ze stfedu uzavieného intervalu J; = {(0,1) vyjmeme mnoZinu (otevieny interval)
K1, jejiz mira je £ (1. krok), ziistanou dva uzevfené intervaly (0, 5 — §), (3 + §,1),
jejich sjednoceni oznaéme Iy. Z intervalu Iz vyjmeme mnoZinu K3 = Kg) U Ko,
jejichz mira je uK3 = £ (2. krok), zfistanou 4 uzaviené intervaly (jejich sjednocent

oznatme I3), mira kazdého je %— £ —§. Ve tietim kroku z I3 vyjmeme mnoZinu K3 =
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pro kterd v(Dq) < 8, v(Dg) < ¢ platf

lo(D1) —o(D2)| < €.

Vita3.15. Obé uvedené definice Riemannova integrdiu jsou ekvivalentni.

Definovat Riemannitv uréity integral je trochu obtiZnéjsi nez zavést Newtontv
urdity integril, protoZe pfed vyslovenim samotné definice Riemannova integrélu je
nutné zavést pojmy jako délenf intervalu, norma déleni, aped. Riemannova definice
je cennd pro svou nazornou geometrickou interpretaci, je zdkladem nékterych nu-
merickych metod pro vypocet uréitych integrild. V praktickych viypottech je ale
tézko pouzitelna. U Newtonova urfitého integralu zalofeného na existenci primi-
tivni funkce ndzornd geometrickéd interpretace chybi, Newtontv integral vyuZivdme
pii praktickém vypoétu uréitych integrll . Bez znalosti primitivni funkce je vypocet

uréitého integralu nutno poéitat numericky.

3.3 Ptiklady

Zatnéme pifkladem, ktery ukazuje, e ne kazdd funkee, kterd je omezend na (a,b),

mus{ mit Riemanniv integral.

1
Piiklad 3.16. Vypotitejme (R) [ fp(z) dz, kde fp(z) je Dirichletova funkce defi-
0

1 proze
0 prozeR\Q '
Tato funkce je omezend a je nespojité v kazdém bodé svého definigniho oboru.

novand pfedpisem fp(zx) ={

V kazdém racionalnim bodé nabyvi svého maxima a v kazdém iraciondlnim bodé
svého minima (funkce je nenakreslitelnd).

Nechft D = {0=z0 <71 € 71 £... S ap_3 <7y £ Tp =1} je libovolné déleni
intervalu (0,1). Zvolme body 7; € (Ti—1,%:), © = 1,...,n tak, aby byly iracionélnf (to
lze vidy). Pak bude o(D, 1) = znjl Flr)Ax; = 0. Zvolime-li body 7; tak, aby byly

i=
raciondlni, bude o(D,7) = i f(r:}Azm; = 1. Takto lze postupovat pro jakékoliv
d&leni nezavisle na tom, jak3.=jle jeho norma. PiestoZe je funkce omezend, integral

nemiZe existovat, neni spinéna Bolzanova-Cauchyova podminka. Pro Dirichletovu
funkei tedy plati fp € R({a,b)).
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7 Vztah mezi jednotlivymi typy integralG

Omezme se v této kapitole na pifpad uzavieného a omezeného intervalu I = {a, b},
I ¢ R. Mno#iny integrovatelnych funkef ve smyslu Newtona, Riemanna, Lebesguea,
Perrona a Kurzweila oznaéme po fadé N{{a, b}), R({a, b)), L({a, b))}, P((a, b)), K{{a, b}).
Daéle necht C({a, b)) znadi mnoZinu véech spojitych funkei na intervalu {a,b) a sym-
bolem AKX ({a, b)) oznaéme mnozinu funkei f : {a,b) — R, pro které f € K{{a,b))
a zaroveit |f| € K{{a,b)) (jde tedy o mnoZinu absolutné integrovatelnych funkci

v Kurzweilové smyslu). V nédsledujicich pododstavcich dokédZeme, Ze

C((a, b)) G N((a, b))} G K((a, b)) = P((a, b))

C({a, b))} & R{{a, b)) G £({a,8)) = AK((a,8)) G K((a, b)) = P({a, b)).

Uvedena rekapitulace je graficky zndzorn&na na obrazku. Je&té pro tiplnost dodejime,
7e kdyZz pro funkci f : {a,b) — R existuji alespoii dva z uvedenych integrild, pak

tyto integrly jsou si rovoy.

Obrézek 10: Vztah mezi jednotlivymi typy integralil.
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r 4
/ -...L.._xz €& o) / @ Jellkos
xX=+00

(N)f —1—;2- dx = [arctg x:I = %'— s wusl mezi obima
ro ' “

integrdly nastat rowvnost /p#. 3,15/ , tedy 1 (L)‘/I-t—xz dx
-]

Je konelny, tJj. I:l?‘e J.f(—a’,'_w) .

Pochopitelnd, Ze Jsme mohli postupovat 1 jlnak, napl. vyuZit odhadu

0= -1—-.2.. =< 1 pro chovdni integrdlu v intervalu (0,1) ; zkuste nédsle-
l+x
dujici tvrzenf dokazovat z hlediska dobrého proeriZent :I.ithr = yidy vieni

moinymi zplsoby.

[~ ]
3,29. Bl & € E, poten /—i{’;— a+00 ,
[ Pouzsjte vatu 26 a 53 .|
-
3,30, UkaZte, Ze B - +o0 I

V2 + 1

®
ﬂ 1/ Ukaite, 2o —rm—— €& .
] J/ﬁ (0,4-”)

. fx3+1
dx
= 4+ 00

3/ ddle ukaifte, Ze f Vx?_— ’
H + 1

a/ posledni tvrzeni dokdfems tieba nésledovni:
tvrdine, Ze existuje takové x > 0 , Ze zi- =< =l

J’;+1

Jak dokdZeme tuto poeledni nerovnostit zi.‘e,jmé Je tato nerovnost
skvivalentn{ s nerovnosti

—%—é#—- pro x)xo.
X +1

Protoie ale 1im # = 1 , exietuje napk. k &fslu
+ 1

€=3 takové x, /podle definisce limity/ , Ze

x> x, = :I.-%fw%;-il‘r%,

- 52 -
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Pro :):o.

(T



cof jame vlaastnd cht¥ll ukdzat. o

Jeliko# nyni fJ—dx=+w . J.f’xJ dx = + 00 .
+1

Jak ‘je to 8 integrélem / /__.- y Je=ld x> 12
+1

b/ pouZijete=11 ovilZenf 3,27 /cof vlastnd nen{ nic Jiného, nef
rychle provedend &dst a/ /, Jje vzhledem k

11 a =1
- rrSia
dokdzéno, Ze ‘/7&- =+ R .I}‘
+1

Cely p'ostup si dobfe rozmyslete a Jednotlivé kroky podrobnd oddvodnitel!

Y log (1+22)

-3.31. DokaZte, ZXe ——" dx Lkonvergujle !
] 1+xz ’ .
" ‘UkaZte, %o integrdl existuje jako Riemanndy ! |]
Pr1 vyBetfovani konvergence integréld, je tleba velmi doble znét chovént
Jednotiivfch funkei - zvlA8tE v okoll "nepr{jemnjch® bodd. Zopskujte sl
proto, jak vypedaji napFiklad ndeledujicl limity:
. X _
& X n x
xl-i'%:P ' logk- X1 11'5 es ? x}m logx . }-!'3 x ’
1l=cosx . arctg x x_ 14 log{l+x)
R g THE e gpleiE,
| - o
3,32. Dokalte, %e e~ € & 5,00 !

I 1/ Funkee o"z Je apo.jité a Kladnd v intervalu (0,+00) ,
tedy @ € zfg'.pw) .
2/ Zrejmé e - € 8(‘,' 9) /pro&?/; protoie- 2
Am e . 220, jepodle cvident 3,25 1 €€ Lppiog
Tuafs e - € x(a’...po)
3/ Lze také postupovat takto /coZ neni aie Jiného, nef dikez vét ze
cvideni 3,25 /:

existuje takové x, , fe O = o "‘z‘ﬁ- Pro x ) X,
' Prod? '
Nade nerovnost je ekvivalentni nerovnosti
oée""z.xzél Pro x > X, -
kterd vypl:fvﬁ ze vztahu lim o-xa . zz =0 azx de.finice 1imity.

Protoue [# dx Jje konelny pro X, > 0, Je koneiny i integril
fa-x‘ dx . Lahko ukéZemd, Ze _o € Z(o X0) *
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" / Funkce sin x Jje spojitd v intervalu (0,+o0 ) , tedy
gin x E/L(o m,) . 0dtud plyne, %e (sin x)7¢€ Ay t0,+) 3

{sin %) € S{ (0,+) /vsta 35/ a podla vity 27 Je
00 f2n+1) T ‘

00
/‘(sinx)+dx=z /-ainidx-+0° "y
& n=0 rn

o
' *
obdobnd f(sin'x}- dx = + 00 y tedy ssin x ﬂ’ 2(0’4-00)
o
/v&ta 35/.
2/ Kdyby sin x € ‘J(Mm) , musel by mit podle vty 27 saysl soulet

(r+n)x
; f sin x dx , cof viak neni aplnéno.

3/ Kdyby sin X € "f(o-i-oo) s musela by podle cvideni 3,13 existovat
limita 1im F(x) , kde F je libovoind primitivni funkee k funkci
sinx na (0,+90 ) . Ale napf. F(x) = - cos x a uvedend liamita
zfe jm® neexistuje.

4/ Definujme sl funkel g na E, takto:

gin x pro x € (0,+00) ,

glx) =
o pro x € (=00 ,0) ,

UkaZte podle definice, obdobnd jako v p¥. 2,30 , Ze

Tg=+® , Ag=-00 ,
~on 0o
tedy1 / sinxdx =+ 00 .f gin x dx = - 0©  /yiz

[l

o
definicl za vétou 12 / .
* .
0atud je vidEt, Ye nediZe byt eoinx € L ) -
(4

+00

3,46. DokaZte, Ze neexistuje fxaz !
—o0

T1/ vxazte opst, 2e x € AL - a ddle, Ze

+ 00 00
_/(x)"'dx=_/xdx=+oo ,
_/(x)dx‘f(—x)dx .

-0
2/ Kdyby bylo x € uf(_m +o0) » Busel by mit emysl soudet
. o0

:a{“;:d;d-‘/xdx -

4
3/ Pouiljte téZ cviieor;i 3,13 - kdyby bylo x € .53,;,,'“,) ’

dx 1 f -

muselo by byt E{ x ax = lm Ja ¥,
ale rozdfl poslednich limit nemd smysl.

4/ PouZlijte t6Z pi. 2,30 |]
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