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Teorie

Definice 1 (Konstrukce integralu). Necht D, D’ € S a f: D — R je méfitelnd funkce.
Integral | p fdu vybudujeme ve tiech krocich. V prvnich dvou krocich predpokldddme
D=D".

1. Je-li f nezaporna méfitelnd funkce, definujeme

/Dfdu = sup{z aju(Aj) : {A;} jerozklad D ,0 < a; < fna Aj,j=1...m}.
j=1

Soucty vyskytujici se v pfedchozim vzorci nazyvame dolnimi soucty k funkeci f .
Integral z nezaporné méritelné funkce je definovan vzdy, mize ovsem nabyvat nekonecné
hodnoty.

2. V obecném pripadé, kdy f je méritelnd funkce na D, definujeme

/D fdu = /D S+ /D Jdu

pokud rozdil v vySe méa smysl. Pokud

fr=fr=-

zustava integral funkce f nedefinovan.
3. Je-li f méfitelnd (presné: S-méfitelnd) funkce na D' # D a pu(D D') = 0, je

ucelné definovat
[ fau= [ ga
D DND’

Smysl takového integralu a vysledek samoziejmé v tom piipadé nezavisi na volbé
D. V nékterych piipadech je tcelné pouzivat podrobnéjsi zépis Je-li integrdl [, fdu
definovan, rikdme téz, ze md smysl, nebo ze funkce f md integrdl. Je-li navic tento
integral konecné &islo, fikdme, ze [ p fdp konverguje nebo ze f je integrovatelnd.

Véta 2 (Diskuse vztahu mezi Newtonem a Lebesguem). Necht f je spojitd funkce na
intervalu (a, b).

1. Jestlize konverguje Lebesgueuv integral z f od a do b, konverguje i Newtonuv a
to absolutné.

2. Jestlize Newtonuv integral z f od a do b konverguje absolutné, konverguje i
Lebesgueuv.

3. Pokud konverguje jak Newtoniv tak Lebesguetv, pak maji oba stejnou hodnotu.

4. Jestlize Newtonuv integral z f od a do b konverguje neabsolutné, pak Lebesguetv
integral nem& smysl.



Priklady

1. Urcete, zda nésledujici systémy jsou o-algebry (X je neprdzdnd mnozina)

(a) 2% (d) omezené mnoziny v R
(b) oteviené mnoziny v R" (e) {0,N,{1,3,5,7...},{2,4,6...}}
(c) {0,X} (f) spotetné podmnoziny R

2. Urcete, zda néasledujici pfedpisy urcuji miru

(a) u(A) =0 pro kazdou A C X.

(b) u(A) = 0 pro kazdou spocetnou A a pu(A) = 1 pro kazdou nespocetnou A,
ACR

(¢) pu(A) = #A pro kazdou A C X.
(d) p((a,b)) =b—anaR.

(e) Necht pi,...pu, jsou miry na o-algebfe S a aj,...a, jsou nezédpornd ¢isla.
Pak

p(A) = aipi(A), AeS
=1

je také mira.

(f) Necht p1,... jsou miry na o-algebie S takové, ze u;(X) = 1. Pak

[(A) = i ‘“';;4), Aes
=1

je také mira.

3. Urcéete A miru mnoziny

(a) [0,1] (g) paraboloid v R?
e

(@) 0.x) e

(e) pifmky v R? () @x (R\Q) v R?

(f) elipsa v R? (k) Cantorovo diskontinuum

4. Najdéte priklad mnoziny A tak, aby A(A) > 0, A° =0
5. Urcete, zda je funkce métitelna

(a) f=cnalR.
(b) sgnz na R.



(c) spojité funkce na R.
(d) charakteristicka funkce mnoziny A € S.

6. Urcete, jak vypadaji métitelné funkce na o-algebrach

(a) S =2%.
(b) §= {0, X}

7. Vysetiete Lebesgueovy integraly:

(a) fil sgnx dz
(b) ffooo rdz
© I v
10
(d) —10 l%%
(e) Dirichletovy funkce pfes interval [0, 1]
(f) Charakteristické funkce Cantorova diskontinua



