Metody Feseni vybranych tloh z matematické analyzy

na C. [ |

Poznamenejme, Ze funkce %(ez + e~ %) se znadi cosh z. Pokud zndme vyjadfeni
funkce cosh 2z mocninnou Fadou, vyfefime pfedchozi pfiklad rychleji.

Uz1tecnym nastrOJem je véta o jednoznaénosti pro mocninné fady.

Necht Z anZ" a Z bnz™ jsou dvé mocninné fady, které pro viechna z z néjaké

n=0 =0
nekoneéné kompaktni podmnozmy priniku jejich kruhi konvergence maji tjZ soucet.

Pak a,, = b, pro viechnan=0,1,2,...

Pifiklad Vyjidiete (na maximalni mnoZiné)} mocninou fadou o stfedu 0

funkei -2+ Ej’

0
Reseni. Vime, Ze pro |q| < 1 plati 1qu = Y. q". Proto pro |z| < 1 plati 2z =

oo (¢ o] n=0
ICULE PICHEES
n=0 ) n=0 .

Tim jsme vyj&drili funkei ze zadéni mocninnou fadou na kruhu {z € C: |z| < 1}.
Vyslednd fada ma polomér konvergence 1 a na kruZnici diverguje. Z uveden¢ véty
o jednoznadnosti plyne, Ze nalezené vyjidfeni je jediné a zminény kruh je hledanou
maximalni mnoZinou. [ |

Prikl Vyjadfete (na maximalnim intervalu) mocninou fadou o stfedu
0 funkeifsin® o
e

. oo i 2n
Leseni. Je sin®z = 1209522 P¥itom cos2z = Y, SUZ @R na R, tedy
2 =5 (@n)!
f i (_1)n+122n—1 0
sin®z = " na R.
1
— (2n)! /
||
97. P¥i séitdni mocninnych fad ndkdy muiZe pomoci skute¢nost, Zze na kruhu
b

konvergence konverguji absolutng, a tudiZ je lze jakkoli pFerovnat a uzévorkovat,
aniZ by se zménil soudet.

[ 0]
Piiklad Sedtéte fadu ) nz™ viude, kde konverguje.

n=1

Redeni. ProtoZe lim /n = 1, je polomér konvergence roven 1. Je-li |z] = 1, pak
neni splnéna nutna. podmmka konvergence z §40 a tedy rada dlvergu_]e Proto fada

konverguje, pravé kdyZ {z| < 1. Pro takova z je Z nz"™ z Z " = Z Z
n=1 n=1k=1 k=1n=k
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18

o0 (]
% = {15y Uvédomte si, e jsme pouZili faktu, Ze fada (kz—:l [z"[) =

k==1 n=1

o0

3" |nz™| konverguje. u
‘n=1

§08. Diky tomu, ¥e mocninné fady konverguji lokdlng stejnomérné na kruhu

konvergence, l1ze je derivovat a integrovat &len po €lenu, pii¢em? zderivovana
& zintegrovand Fada mé stejny polomér konvergence (posledni tvrzeni snadno ply-
nou ze vzorce pro vypodet poloméru konvergence). V téchto pfipadech se obvykle
omezujeme na tyto fady v redlném oboru, pak mluvime o intervalu konvergence na-
misto krubu konvergence. (Nicméns lze pracovat i v komplexnim oboru, s pouzitim
pojmu derivace podle komplexni proménné a primitivni funkce k funkei komplexni

proménné.)
[o.0]
(i) Necht f(2) = Y. anz™ na intervalu (kruhu) konvergence. Pak na této mno-
n=0
o0
Ziné plati f'(z) = Y. (n+ 1)an412™. Navic polomér konvergence fady pro f'
n=0

je roven poloméru konvergence fady pro f.

o0
(i) Necht f'(z) = 3. an2z™ na intervaly (kruhu) konvergence. Pak na této mno-

n=0
(s =)
#iné plati f(z) = f(0)+ Y. 22L2™. Navic polomér konvergence fady pro f
n=1

je roven poloméru konvergence fady pro f'.

Pi¥iklad Na maximilnim otevieném intervalu vyjidiete funkei larctg:c l
jako soudet mocninné fady se stiedem 0.

Regend. Jest arctg’ z = 1—_|_1—xg pro x € R. Pritom
o0 o0

- _:m2 — Z(_$2)ﬂ — Z(_l)n$2n

n=0 n=0

na (—1,1). ProtoZe arctg0 = 0, dostavame
o0
(_1)n$2n+1
arctgx = i
& g 2n+1

na (—1,1). Interval (—1,1) je maximalni diky vété o jednoznadnosti zformulované
v §96, protoZe je intervalem konvergence nalezené fady. [ |

oc ™
Priklad Seftéte Fadu 3 AlesTy D8 intervalu konvergence.
n=1
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Re3eni. Pro derivace funkce f(x) == x* v libovolném bod& xo > 0 postupn€ dostdvame

1
f{xo) =x3°- (lnxo+xo-JTO) =x3 - (Inxg+ 1),

F(x0) =50 - (Inxg+ 1) - (Inxp + 1) + x5’ -%:xgo. l:(lnxo+l)2+xl0 )
1 )
f;;f(x0)=x60,(lnx0+1) [(IHXO“‘I)Z (;| xﬁ [(+x00whl_)._x-%- =

=x2. | (Inxg+1)* +

3.-(lnxp+1) 1
X0 X2 |

Volbou xp = 1 obdrZime koeficienty Taylorovy fady

f_’(}l 1 f”(l) 1 f’”(l) _ 1
1 ' 2! ’ 3t 2’

z nichZ spolu s hodnotou f(1) = 1 sestavime souet hledanych prvnich &ty Elend: |

f(1)+f!1(!1) -(Jc--l)+%-(Jc—1)2+L’:;(!-1—)--(.’c—1)3 =

- l+(x—1)+(x-1)2+(x—;l)i.

Priklad 2.19. U¥itfm zdkladnich rozvoji najdéte Maclaurinovu fadu funkce {f(x) =e'\"2[
a urlete obor, ve kterém se soudet této Fady rovnd funkci f.

Re¥ent, PoloZime-li t = —x2, dostaneme funkci f(¢) = ¢, kterd m4 zndmy rozvoj do Mac-
laurinovy fady. Pro kaZdé ¢ € R plati

2 I
e = 1+ + +- + +
21
Dosadime-li za r = —x2, kde x € R je libovolné, dostdvdme poZadovanou Maclaurinovu
fadu
2 (22 n
—*2_1+1—f+(x)+ +( ) =
o2 R R IR = G G
=1-x +?+"'+—n!—“+"'— Z o

Nalezen4 fada konverguje k hodnoté& e pro kazdé x € R.
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dosazenfm t = 3x dostdvame pro kazdé x € R

a3 (3x)? (3x)° . (3x)tl
s1n3x—ﬁ—-T —5—!—"'+(—1) W-F .
Oba dva rozvoje (prvni pro 7 = x) dosadime do upraveného vyjadfeni funkce sin’x ;
1 1 x XX xntl
indx = — - (3sinx—si — I3t (-1 e =
sin’x = o (3 sinx — sin3x) ) {3 (1! TR +(-1) (2n+1)!+ )
3x (3x)  (3x) " (3x) 2! _
~(F-5+5 U Gy T )| =
1 [3x 33 30 . Sanl
= —. e (-1t
4 111 3t 35! (2n+1)!
Ix 33,3 351,5 32n+1,2n+1
BB TR TRt A GtV v e TR
1 (3321 5 3-(3*-1)
_E-[_T——.x __—5!_.x5+..._
( 1)n+1 3 (32:1 1+__ =2 i(_l)rﬁl 31 yantl
(2n+1)' 4 = (2n+1)!

Nalezend Maclaurinova fada m4 soudet rovny sin’ x pro kazdé x € R.

Piiklad 2.22. U¥itim zdkladnich rozvojii najdéte Maclaurinovu fadu funkce

dostaneme ze zdkladniho vzorce pro soudet geometrické fady

. : 1
Reseni. Rozvoj funkce 1
s prvnim &lenem 1 a kvocientem ¢ = x

—1—=1+x+x2+---= Ex".
1—x ey

Tento rozvoj platf pro kazdé x € (—1,1). Po vyndsoben{ mocninou x'° dostaneme hledanou

Maclaurinovu fadu
[ n

x10. P Zx" z:x"

1 - n=0 —-]0

kterd konverguje k zadané funkci, pravé kdyZ x € (-1, 1).
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9.3 Taylorova a Maclaurinova fada
P#iklad 9.3. Rozviiite nasledujici funkce v Maclaurinovu fadu
a)f(z) = cosz?.
Redent. Nejprve poloZime z? = ¢. Dostdvame funkci cost, jejiz rozvoj je
T R
t=1— —4+ — - —+- i
€os TR -+ ( (2 )r ;( (Zn)f’ teR

Poté dosazenim za ¢ = 72 dost4vame poZadovanou Maclaurinovu fadu

. 4 8 12 dn oo dn
2.2 r_r ... 1y 1, )
COS & st e T (—=1)" Gl Z( 1) ) z€R
n=0
b)f(z) = arcsinz.
Reseni. Nejprve zadanou funkei zderivujeme. Plati
(arcsinz) = L - (1- :1:2)—% ze(-1,1)
1_ 22 | 1 )

Polozime-li —z2 = t, dostaneme funkei (1 + t)‘":li, jejiz rozvoj do binomické fady je

1 1
A4ty F=14+{ 2)t+{ J Pa=1- 3 -
1 2 2 Ll

Dosazenim za t = —z* dostdvame

1—a:2)—"_1+ 1oy 4+-~

22

a integraci dané fady mame

. I AT S ” 1, 3 B
arcsinz = fﬂ (1-5% 2ds—fo (1+§s +22‘2!s +'--)ds—

_ a4 z? + 3z° 4
= tTo Ty
Ut 4 24T ——1—/
@) = s

Reseni. Nejprve zadanou funkei upravime
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1

1 1 1 2 \7!
= =c|l-Zz) .
3—2x 3 1-352 3 3

Poté poloZime —2z =t a dostaneme funkei 1(1+1t)7". Jeji rozvoj do binomické fady

je

-1-(1+t)‘1— Lh+ —1)t+ Nepop (THer] = 1533 Ne te11)
3 3 1 2 n C34\n /] T
Po dosazeni za t = —:3—3: ziskame Maclaurinovu fadu

= () ()G -

= 1+(-1) (—%x) ot (—i)!"n! (g)" (=)™ % =

[1+§sv+(—r—1%—(!_—21-(%)2w2+~-+%§(§->n$“+---j| =

d)f(x) = &=

Beseni. Provedeme rozvoje v Maclaurinovu fadu pro funkce e a cosT

“‘—1+3+"”"2+fi+xﬂl A
CeltqtatytatE
-1 :1’,‘2 SC4
COSE = _§+Zl_+m

Po dosazeni dostavame

2\2 a2
o z4 LE2 —ar .’E4 ar

ST . o.M .edl e = - LA 4| =
& = g ¥ -ed 4 el + + 1+4!+ T +

2 gt o 8 -
= 1— )1+ = ) = BNl TR TU
e( 2+8+ )(+24+2.242+ ) e(l 2-i-ﬁ—I- )

e)f(z) = e"sinx.

Reseni. Maclaurinova ¥ada pro funkci e” (viz pfedchozi ptiklad) a sinz je



Kapitola 3
Uziti mocninnych rad

Mocninné Fady se uZivajf pti pfibliznych v§podtech hodnot elementérnich funkei, pii vy-
podtech limit a integrdld a také pfi FeSeni diferencidlnich rovnic. V rdmci této price
nejprve na nékolika piikladech uk4Zeme pfiblizny vypocet hodnot pfirozenych logaritmd,
ddle ukazky vypoétu limit pomoci mocninnych fad a nakonec se budeme zabyvat fee-
nfm diferencidlnich rovnic. Dal3i ukdzky pouZiti je moZné najit v [4], str. 76-84. Zadan{
ptikladi jsem pfevzala ze skript {4] a [S].

3.1 Vypoéet hodnot pFirozenych logaritmi

Pro vypodty pfirozenych logaritmi kladnych &isel md zdkladni Maclaurinova fada

l P
In(1 =y T
In( +x)=x 713 o

tu nevyhodu, Ze konverguje pouze pro x € (—1,1), takZe umoZiiuje vypo€et hodnoty Ina
jen pro a € (0,2). Po zdm&n& x za —x dostdvdme rozvoj

I I
In(l—x)=—-x—2—=——2—... ~1,1).
l n(l—x)=—x >33 proxe {—1,1)
Ode&tenim obou fad dostaneme rozvoj
1+x P
n= —2-(x+§+?+---), kde x € (=1,1). 3.1)

Prévé tento rozvoj je k praktickému vypodtu logaritmi vyhodnéj$i, nebot’ m4 rychlejsi
konvergenci ne¥ rozvoj funkce In(1+ x). Je¥t& podstatngjsi vyhoda v3ak spo&iva v tom,
¥e novy rozvoj umoZiiuje pHmy vypodet Ina pro kaZdé a > 0, nebot' oborem hodnot funkce
i+
T 1—ux

je cely interval (0,0). K zadanému a > 0 m4 pifslu$né x € (~1, 1) jednoduché vyjddieni

a kde —1<x<x1

x_a-l
T a+1
a po jeho dosazeni do (3.1) dostaneme fadu k uréeni lna.

~39-
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« 1
Reseni, Dand mocninnd fada ma4 stfed v bod€ xp = 0 a koeficienty a, = yrE
Pro polomér konvergence plati

lim /el fim 3/ ey

n—ea

Konvergen&ni interval dané fady je (—1,1), fada diverguje jak prox = —1, tak prox = 1.

Derivaci mocninné fady ,,&len po &lenu” podle véty 1.15 pro kaZdé x € (—1,1) dostdvime
( o il ) Z 4n—2
14n—1

Mocninnou fadu ¥ x**~2 secteme jako geometrickou fadu s prvnfm &lenem x? a kvoci-
n=1
entemn x*, kde |x*| < 1. Dostaneme tak

d x?
)DL T N NP FU. A
o] 1—x*

Po dosazeni do pfedchoziho vztahu pro ka¥dé x € (—1,1) plyne
oo x4n—1

I any X
(n§14n—1) “n);lxn T4

Integraci podle v&ty 1.14 pro kaZdé x € (—1,1) a pfi uZitf rozkladu na parciéln{ zlomky
obdrZime

vo _dn—1 X 1 1
X _ 4n— 2 / f( i 3 ) _
= t —dr = — dr =
1 4n—1 fo( 1—r4 0 1—t+1+1‘ 1412

n= n=1

1 1 1 1 1
LM L _.f o ar=
4 /(‘) 1—1 t7 0 1+tdt 2 Jo 1+£2
1
=-37 In(1 - x)+-— 1n(1+x)——arctgx—
R . L
T3 T 2 E

An-1 1 14x 1

ix =—.ln—— arct
13 My g ueex
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Pozndmka 3.1. Budeme-li uréovat pfibliznou hodnotu pomoci prvnich » &lend pfislu¥ného

rozvoje, budeme brit prvnich n nenulovych &lend tohoto rozvoje, tedy napiiklad Zleny

s mocninami x, x>, ..., x2**1 v rozvoji (3.1).

P¥iklad 3.1. Pomoci prvnich 3 &lend urCete pfibliZnou hodnotu vf/razu!lnl f

Regent. Podle pfedchoziho vykladu zvolme a = 2 a poloZme

_a—1_2-1
atl 2+1 3

I —

Dosadime do rozvoje funkce In 1= 14 % a vypotitdme pfibliZnou hodnotu

AP ¥y 2 2 2 2.2 2
In2=72. =242 4= = S— 693.
n2 2(3+ st )T 3tEatEs i Te s 0
Na zdvér srovnejme vypodtenou hodnotu In2 s v§podtem In2 pomoc{ prvnich tif &lend

rozvoje In(1+x) :
1'2 3

1n2-1———+-1-—0 833

2 3 ==

a dodejme, Ze pfesnd hodnota In2 mé dekadicky rozvoj 0,69314718..

Je patrné, Ze uZitim rozvoje In 14 4 1= jsme dostali pfesn&j¥f vysledek jiZ pfi souétu prvnich
ti1 &lend, pfidemZ pfi pouZitf rozvo_]e In{1 + x) bychom k ur&eni stejné pfesného vysledku
potfebovali vice nez 1000 &lent této fady, coZ je z praktického hlediska velmi nevyhodné.

Priklad 3.2. Pomoc{ prvnich 6 &leni urdete pfibliznou hodnotu vyrazu In3.

Regeni. Podle pfedchozfho vykladu zvolme a = 3 a poloZme
| a—1 3-1

a+1 341

1
7

Dosadime do rozvoje funkce In {—:l_i;f a vypotitdme pfibliZznon hodnotu

n3=2. (%+(%)3+(é)5+(%)’+ @ (%)H) _

3 5 7 9 11

=1+ L + L + ! + ! + L _

T 2.3 T 4.5 T 2607 28,9 T 210011 T
1 1

=14 ! +—t—+ ! 1 = 1,0986.

12~ 80 448 2304 11264
Dodejme je$té, Ze pfesnd hodnota In3 ma dekadicky rozvdj 1,09861228....



4.4. UzZiti mocninnych fad

Nyni si ukdZeme, jak pomoci mocninnych fad miZeme napt. ur¢it pfibliznou
hodnotu vyrazi, integralii nebo vypoditat limity.
4.4.1, Uréeni p¥ibliZzné hodnoty

P¥iklad 74. Pomoci prvnich n nenulovjch éleni Maclaurinova rozvoje urdete

pfibli#nou hodnotu vyrazu

Redent:

-1
3

Jeliko vyraz 'E}E miZeme pfepsat do tvaru e~ 3, jde vlastné o funkéni hodnotu

funkce €* v bod& z = —%.

Pouzijeme tedy Maclaurinovu fadu funkce e*.

2 3 %0 .on

s T =T
e_1+-1—!+§+§!-+----§§, z € (~00,00).
Dosadime z = —%. Obdrgime

Lt 1.1 1\ 1 13+£ 1\*
Je T 3 21\3 31 \3 41\ 3

Sedtenim prvnich péti ¢lent dostaneme

B~

e
e ——————
PfibliZnd hodnota vyrazu -\3}5 pomoci prvnich péti nenulovych &lent je 0,7166.

Pro porovnéni je skutetné hodnota tohoto virazu po zaokrouhleni 0,7165.
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Pfiklad 3.6. Vyjadfete pomoci Maclaurinovy Fady obecné fefeni diferencidlni rovnice

ULA'24T —

@ ly"+x-y’+y=0. |

Regeni. Obecné fefeni zadané diferencidlni rovnice hleddme ve tvaru mocninné fady

{ly=ao+a1x+a2x2+a3x3+---+a,,x”+--- . ‘

Mocninngmi fadami vyjédifme potfebné derivace této funkce

e

y’=a1+2a2x+3a3;c2+4a4x3+~-+nan.1"_l +y
Y =2ay+3-2a3x+4 3l + - 4n-(n—Dag 24

Dosazenim t&chto vztahti do zadané diferencidlni rovnice dostivame

2az+3-2a3x‘+4-3a4x2+-~+n-(n—l)anx"—2+...+
+x- [al+202x+3a3x2+4a4x3+...+nanxﬂ—1+...]+
fagtaxta +asx’ +-- a4 =0.

Se&tenfm koeficientd u stejnych mocnin x obdriime

(2az+ao) + (3 2a3 + 2ay) x4 (4-3as+3a) X4+
+[n (r=Dap+ (n—1)ap—] 22+ -

=0,

Mocninné fada na levé stran& m4. mit soudet rovny nule pro kaZdé x € R, takZe se jeji
koeficienty u viech mocnin x* mus{ rovnat nule.

B .
L 2y tap=0, wit a=-3,
xl: 3.2a3+2a; =0, tudi a3=—‘;_‘,
xt: 4-3a4+3a3=0, tudiz a4=_£‘4%,

an—Z: n-(n—l)an+(n—'1)an~2=os tUdfi kn-: _a"n_\z’}

Odtud je patmé, Ze urleni koeficientd a, zdvisi na volbé ag a a;. ProtoZe zadand di-
ferencidlni rovnice je linedrni, zjistime, jak vypadaji koeficienty a, jednak pro dvojici
(ap,a1) = (a0,0), jednak pro dvojici (@, a1) = (0,a,). Poté obecné feSeni s dvojici (ap,a1)
zapf¥eme jako soudet fefeni pro dvojice (4g,0) a (0,a1). :
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1. Je-li a; =0, pak azyy1 = 0 pro kaZdé n, a tak se v fad® budou vyskytovat pouze
&leny se sudymi moeninami x. Pro ap € R libovolné tedy dostdvame koeficienty

a2n-2 ag
am = — n ::Z(—“l)nrz—n)'ﬁ

Dosadime-li viechny koeficienty do plivodni mocninné fady pro funkci y, ziskdme
fe¥eni rovnice

¥ =ao+a2x2+a4,r4+---+aznx2"+---=

_ 1, 1 4 . X
_ao'(l g Ut )

2. Je-liap = 0, pak az, = 0 pro kaZdé n, a tak se v fadé budou vyskytovat pouze &leny
s lichymi mocninami x. Pro a; € R libovolné tedy dostdvdme koeficienty

G2n—1 = (~1)"- aj
2n+1 2n+ 1)1

A+l = —

Dosadime-1i viechny koeficienty do piivodni mocninné fady pro funkci y, ziskdme
fefen{ rovnice

h) =a1x+a3x3+a5x5+---+azn+1x2"+l+--- =

=a1(x—%x3+3%x5—-+(—1)”—n——+

Obecné Fe¥eni zadané diferencidlnf rovnice je ve tvaru
1 1 4 X
man- (1= e e — e (1) — )
y ao( 2Jc2—1—4‘2x +(-1) - +--0 )+

1 1 .
+a1-(x—§x3+;§x5-—---+(—l) W_i- .

Dodejme, Ze libovolnd &islajag a a1, kterd konkrétni feSeni dané rovnice uréuji, maji
vyznam podétetnich podminek Kt 0) =ap ﬁy’ (0)=a 14

Piiklad 3.7. Vyjadiete pomoci Maclaurinovy fady obecné fedeni diferencidlni rovnice

V' +k-x*-y=0, kde kR je dand konstanta.

Beseni. Obecné feeni zadané diferencidlni rovnice hleddme ve tvaru mocninné fady
y=aptax+axitase 4t apxt e
Mocninnymi fadami vyjadfime potfebné derivace této funkce

y’ =a +2a2x+3a3x2+4a4x3+v--+na,,x"_1 +e,



Kapitola 3. UZitf mocninnych fad 47

Dosadime-li viechny koeficienty do pivodni mocninné Yady pro funkci y, ziskdme
fe¥enf rovnice

_ k A K ,8 (~-1)"
n=a (1~ 37+ 57 775" +"'+3-4-7-s.-.(4n—1)-4n+"')'

2. V pHpad& ag = 0 dostdvéme pfedn€ as = ag = --- =0, a ddle
as = _Xar
5= 4‘5!
o hos _ k(58) _ Ka
7789 " 89  4.58.9
(=1)*-k"ay

a4n+124‘5|8,9‘...4n-(4n+1)’

Dosadime-li viechny koeficienty do pivodni mocninné fady pro funkci y, ziskéme
fefeni rovnice

k K2 (—1)"- &
D (UL S AR S
2=a (x 755 7589 T I5 89 nnr) | )

Obecné fefeni zadané diferencidlni rovnice je ve tvaru

K2 (- £
—an-(1— —x*+—— ¥4 ...
y=a ( 3-4" t3278 TN a8 @n1)dn " )+
2 _'_1)n_kn
. xs I (
ta (x t 589 T 580 an @) )

kde ag,a; € R jsou libovolnd &sla. Dodejme, Ze libovolnd Cisla ag a ay, kterd konkrétni
feten{ dané rovnice urujf, majf vyznam poéateEnich podminek y(0) = ap a y'(0) = ay.

Priklad 3.8. Urdete prvnich sedm nenulovych &lent Maclaurinovy fady pro feSenf pold-
teéniho problému

y' =¢"-y, y0)=2, Y(0)=1.
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Beseni. Reden{ zadané diferencidlni rovnice spliiujici polédtedni podminky hledédme
ve tvaru mocninné fady

y=2+x+mxtax’ + a4
Mocninnymi fadami vyjadiime potfebné derivace této funkce
y =142ax+ Jasx? +daax’ - trap 4

y”=2a2+3—2a3x+4-3a4x2+---+ni(n—l)anx"_z-l—---.

Dosazenim t&chto vztahi, spolu s Maclaurinovym rozvojem funkce e* pro kaZdé x € R,
do zadané diferencilni rovnice dostdvame

2a2—|—3-2a3x+4-3a4x2+v--+n-(n—1)a,,x""2+--- =
x X
1t

Po rozndsobeni mocninnych fad ve druhém f4dku porovndme koeficienty u stejnych moc-
nin x na levé a na pravé strané, obdrZime

=(1+ ot o) (2t ol had o ).
n!

L 2ap=1-2,
xl: 3-2a3=1-1+%-2,
2 4-3a=1 i 14+~-2
. - a4— 'a2+ﬁ' +a' 1
X S5-das=1 ! Lisdos
. as_ a3+ﬂa2+.27 +?3._' )
1 1 1 1
PoF 6-5a6=1-a4+ﬁ-a3+-2—!-a2+§-1+ﬁ-2,
Po vipravé pravych stran dostaneme
2a, =2,
6as =3,
12a4 = a3+ 2,
5
20a5=a3+a2+6,
1

az
30ag = 4+ =~
6 = a4+ 43 2 +4,

a pak postupn& vypo&itime koeficienty

{ 1 1
=1 — — - T _ —
az y 43 5 a4 4’ as 60’ ag 20’
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Dosadime-li viechny koeficienty do piivodni mocninné fady pro funkci y, obdrZime hle-
dany ,,poditek* Maclaurinovy fady

. 13 14 7 1 ¢
“ y—2+x+x2+2x +4x +60x5+20x +---

P¥iklad 3.9. Urdete prvnich p&t nenulovych &lend Maclaurinovy fady pro feSeni pocitet-
nfho problému

) ~x—y-cosx=0, yo=1, )”(Oc)lz 0.1

o
Reseni. Refeni zadané diferencidlni rovnice splijjici poféatefnd podminky hleddme
ve tvaru mocninné fady 7

- <
Ly: 14+0x+apP+asc+ - +apd +--.

Mocninn)’/rhi fadami vyjaddfime potfebné derivace této funkce
y’ =2azx+ 3.:131\:2 +4a4,t3 + - +.na,,x"'_1 4+

y' = 2a2+3-2a3x+4v304x2+---+n-(n— l)anx”_z-i- e
Dosazenim t&chto vztahd, spolu s Maclaurinovym rozvojem funkcejcosxjpro kaZdé x € R,
do zadané diferencidlni rovnice upravené do tvaru y’ = x+y- cosx dostivime
" 2as+3-2a3x+4-3ag* + - 4n-(n— D 24 =x+

: x2 x+ x2n
2 . e . . — — — — — n——— a s u
+(1+ap? o+ a+ ) (=545 Gt )

o roznisobeni mocninnych Fad ve druhém ¥adku porovndme koeficienty v stejnych moc-
nin x na levé a na pravé strané, obdrZime

O 2a=1-1,

x': 3.2a3=14+1-0+0-1,
i
¥ 4-3a4=1.(—-—)+0-0+a2-1,

2!
1
2 5-4a5=1-0+0-(—§T)+a2~0+a3-1
1 1
oy 6-5a5=I-I!-+0-0+a2'-(——2—!)+a3-0+a4-1,

Po tipravé pravych stran dostaneme

2a7 =1,

6a; =1,

12a4 = —l+aza
2

20as = as,

—
[ ————
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1 a
30as = EZ—E‘-I-(M,

a pak postupng vypoditdme koeficienty

1 -"1 as =0 a——l— ag = 1
X az = 4 =Y, 5_6'20, 6= 246,

6 1
Dosadime-li viechny koeficienty do piivodn{ mocninné fady pro funkci y, obdrZime hle-
dany ,,podatek" Maclaurinovy fady

) =

1 1 1 1
et —— —a8
¥ +2x+6x+120 144x+

Pfedchozi piklady 3.6 — 3.9 jsme feSili stejnym postupem, pii kterém jsme do dife-
rencidln{ rovnice dosazovali mocninné fady pro hledané ¥eSen{ y a jeho derivace. V nésle-
dujicich ptikladech 3.10—3.13 pfi feSenich po&4tetnich problémd s danym bodem xg € R
zvolime jiny postup, pii kterém budeme zadanou diferencilnf rovnici opakované derivo-
vat, abychom vyjadfili derivace viech $4dG hledané funkce y a pak postupné ziskali jejich
hodnoty v bod& xg po tivodnim dosazeni pod4teénich hodnot. Teprve nakonec zapiSeme
Taylorovu fadu hledaného feSent

¥(x) =y(xo)+y’—(1?—)--(x—xg)-l-)’”—%gl-(x—xo)z-{-----l-l(in(!i(ﬁ'(x—-xo)"-l--‘-

s vypodtenymi hodnotami ¥ (xp).

Pfiklad 3.10. Metodou postupného derivovan{ urlete Maclaurinovu fadu pro feSeni pocé-
te€niho problému
y'—x-y =2y=0, y0)=1, ¥(0)=0.

Regeni. Opakovanym derivovanim zadané diferencidlni rovnice upravené do tvaru y' =
= x-y + 2y v libovolném bod& x € R postupné dostdvime
yH'J' =yf +x_yﬂ+2yl’ — 3y.’+x),”1

y(4) =3y 4y + o = 4y" + ",
y(S) — 4ym + ym + xy(4) _ Sym +xy(4)1
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ProtoZe fada }: n (Lk-l) podle podilového kritéria konverguje, ze srovnévactho

kntena pro rady s nezdpormnymi ¢leny plyne absolutn{ konvergence fady

Z n-a,-x""L. Proto plati nerovnost 7’ > r.
n=1

Dohromady tedy ziskdvdme r = r/, coZ jsme cht&li dokazat. m]

Pozndmka 1.11. Rada ¥, n-a,-x*~! je opét mocninn4 fada a m4 tedy v konvergenénim
n=1
intervalu (—r, r) derivaci. Derivaci je op&t mocninnd fada s tymZ polomérem konvergence.

Budeme-li postupovat v této ivaze ddle, miizeme tvrzen{ zobecnit ndsledujici vétou.

Véta 1.16. Soudet s(x) mocninné Fady Z an - X" je funkce, kterd md v konvergencnim
=0

intervalu (—r,r) derivaci libovolného radu Je-li k pFirozené &islo, pak pro kafdé x € (—r,r)

plati
hat n
= k!-( )-an-x"_k.
Li-,

Diikaz. Polomér konvergence mocninné fady Y, n-a,-x" se derivovinim ,,€len po Clenu®
n=1
nemén{. Tedy po prvnim derivovdnim dostdvame

Z"na-,,x"1

"._.

po druhém derivovén{
" (x) = Z n-{n—1y-a, 2" 2,
n=1
aZ k— ti derivace je tvaru

s (x) = Zn (n—1)--(n—k+1)-a, X" F= Zk' ( )-a,,-xﬂ“k,

n=1 n=k

coZ jsme chtéli dokdzat. m|

Pozndmka 1.12. Maji-li dvé mocninné fady ¥, a,-x" a L by -x" tentyZ polomér konver-

n=0 n=0

gence r a stejny soulet s(x) = ¥ ap-2" = Y b, x" na intervalu (—r,r), plati a, = by,
n=0 n=0
pro viechnan € N.

Diikaz vyplyvé z pfedchozi vty o existenci a vyjadieni derivaci funkce s(x), nebot pro ka-

7déneNje
(1)
)an:S EO)zbn' {
n:

e —




Kapitola 1. Teoreticky vyklad 13

Definice 1.8. Necht funkce f mé v bod& xp derivace viech fadl. Mocninnou fadu

o )
5260 oy |

n=0

nazyvame Taylorovou fadou funkce f v bod€ xp. Je-li xo = 0, mluvime o Maclaurinové
; = fln
fadg, kterd je tedy tvaru } f—;r@ Xt
; o

Nisledujfcf dv& v&ty udédvaji podminky, kdy plati rovnost hodnot souétu Taylorovy
¥ady funkce f v bod& x s hodnotami téZe funkce f. Prvni véta tuto vlastnost pouze prevadi
do Fei Taylorovych zbytkd, zatimco skuteny prakticky v§znam md dostatena podminka
z druhé véty. |

Vita 1.19. Necht'funkce f md v n&jakém bodé xy derivace viech Fddi. Pak plati
foy= ¥ 2200 gy
= nl

na daném intervalu I obsahujicim bod xg prdvé tehdy, kdyZ pro posloupnost {Rn(x) }oeo
Taylorovych zbytkii 7 véty 1.18 platl

Jim Ry (x)=0 proviechna x€l.

Ditkaz. Na intervalu J plati
ki (n) _xo
=T 200 e,
=0 n
pravé tehdy, kdyZ posloupnost {s,(x}},_, &4stefnych souttd uvedené mocninné fady
spliiuje rovnost lim s, (x) = f(x) pro ka¥dé x € I. Aviak
sn(x) = Tu(x) = f(x) — Ru(x),

proto je uvedend podminka ekvivalentni s rovnostf im Ry (x) = 0 na intervalu I. O
n—oes

Véta 1.20. Nechr jy”nkce f md na otevieném intervalu I derivace viech Fddii a necht’
posloupnost {f™}._, je stejnom&mé ohranitend na intervalu I. Pak Taylorova Fada
funkee f v libovolném bodé xy € I konverguje nal k f, ij. plati

< £(n}
flx)y= Z I%)—-(x—xg)" prokaZdé x¢el.
n=0 :
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Ditkaz. Predpoklddejme, Ze existuje & € R, k > 0 takové, Ze | F®(x) | < k pro viechna
n € N a viechna x € I. Podle Taylorovy véty je

FHD(E)

Ral®) = T2y

k
. - H+1 < . _ n+l
(x —xp) odkud | R,(x)| < eryY fx—xp |".

Rada S_‘, m-)-,- | x —x0 |**! konverguje pro ka?dé x € I (plyne to z podilového kritéria).
Podle nutné podminky konvergence mame

k ntl _ . . _ .y
'}1_)00 CEEY Jx=x " =0, tudiZ rfl_l;lan(x) =0 prokaidéxe/
a dokazované tvrzen{ plyne z véty 1.20. O

Nyni uvedeme pouze znéni véty o jednoznacnosti Taylorovy fady. Jeji diikaz lze nalézt
v [7], str. 101,

—

Véta 1.21. Je-li moZno funkci f na néjakém otevieném intervalu 1, jeho? vnitfnim bodem
je xg, rozvést do mocninné ¥ady o stFedu xo, pak je takovy rozvoj pouze jediny a je soudasné
Taylorovou fadou funkce f se stfedem xo.

Pozndmka 1.14. Obrécené tvrzeni k v&t& 1.21 neplati; stejnd mocninnd fada miiZe byt
Taylorovou fadou dvou riiznych funkef.

P¥iklady Maclaurinovy ¥ady elementirnich funkef:
e prokaZdé xc R

x x" = Xt

1! 2‘ n—()”!

Funkce f(x) = ¢ m4 derivaci libovolného f4du pro x € R. Derivace n-tého ¥idu
je dédna vzorcem f"(x) = ¢* pro viechnan € N. Je-lir € R, r > 0, pak |¢*| < ¢
na intervalu {—r,7). Podle vity 1.20 fada ¥, & konverguje k ¢* na intervalu {—r,r)

n=0
a lim R,(x) =0
A=

e prokaidé xR

, x £ x ,  x2t d "

sing= fy =g+ 57— U Gt = RO G
Funkce f(x) = sinx m4 derivaci libovolného ¥4du pro x € R. Derivace n—tého fadu
je d4na vzorcem £ (x) = sin(x+n- %) pro viechna n € N. Pro kaZdé x € R a kaZdé
n € Nplati | sin(x+n-§)| < 1. Uvedené tvrzen{ pak plyne z véty 1.20.



