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Teorie

Věta 1 (Poloměr mocninné řady). Pro každou mocninnou řadu
∑∞

n=0 an(x − x0)
n

existuje č́ıslo ρ ∈ [0,∞] takové, že řada konverguje na množině {x, |x − x0| < ρ} a
diverguje na {x, |x− x0| > ρ} (pro x = x0 + ρ a x = x0 − ρ nev́ıme nic). Plat́ı:

ρ =
1

lim sup n
√
|an|

,

což se rovná
1

lim n
√
an

= lim

∣∣∣∣ anan+1

∣∣∣∣ ,
pokud limity existuj́ı.

Č́ıslo ρ se nazývá poloměr konvergence dané mocninné řady.

Věta 2. Je-li q ∈ (0, ρ), pak řada konverguje stejnoměrně a absolutně na {x, |x−x0| ≤
q}.

Součtem mocninné řady je funkce spojitá na {x, |x− x0| < ρ}.

Věta 3. Necht’ mocninná řada
∑∞

n=0 an(x−x0)n s poloměrem konvergence ρ má součet
f(x). Pak na (x0 − ρ, x0 + ρ) plat́ı

f ′(x) =
∞∑
n=1

nanx
n−1,

a ∫
f(x) dx =

∞∑
n=0

an
n+ 1

xn+1.

Obě maj́ı poloměr konvergence ρ.

Věta 4 (Abelova věta). Necht’ mocninná řada
∑∞

n=0 an(x − x0)n má součet f(x) na
intervalu (x0 − ρ, x0 + ρ), kde ρ je poloměr konvergence. Pak tato mocninná řada
konverguje v x0 + ρ ⇔ tato mocninná řada konverguje na [x0, x0 + ρ] stejnoměrně.

V takovém př́ıpadě

∞∑
n=0

anρ
n = lim

x→x0+ρ−

∞∑
n=0

an(x− x0)n.

Př́ıklady

1. Derivováńım člen po členu sečtěte následuj́ıćı řady (uvnitř kruhu konvergence).
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2. Integrováńım člen po členu sečtěte následuj́ıćı řady (uvnitř kruhu konvergence).

(a) x+ 2x2 + 3x3 + . . .

(b) x− 4x2 + 9x3 − 16x4 + . . .

(c) 1 · 2x+ 2 · 3x2 + 3 · 4x3 + . . .

3. Najděte součet následuj́ıćıch řad.

(a)
∞∑
k=1

k(k + 1)

2k

(b)
∞∑
k=1

(−1)kk3

3k

(c) VZOR:
∞∑
k=1

(−1)k

k

(d)
∞∑
k=1

1

k(k + 1)

4. Rozviňte do řady funkci

(a)

f(x) =
x

1 + x3

(b)
f(x) = sin2 x

Návod: sin2 x = 1−cos 2x
2

(c)
f(x) = arctan x

Návod: zderivuj

(d)

f(x) = e−x
2

(e)

f(x) =
x10

1− x

(f)

f(x) =
1

3− 2x

5. Přibližné hodnoty

(a)
ln 2

Užijte: ln 1+x
1−x

(b)

1
3
√
e

6. Diferenciálńı rovnice:

(a)
y′′ + xy′ + y = 0

(b) Určete prvńıch 7 koeficient̊u u řešeńı

y′′ = exy, y(0) = 2, y′(0) = 1

(c) Určete prvńıch 5 nenulových koeficient̊u u řešeńı

y′′ − x− y cosx = 0, y(0) = 1, y′(0) = 0.
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1. ex =
∑n

k=0
xk

k! + o(xn)

2. sinx =
∑n−1

k=0
(−1)kx2k+1

(2k+1)! + o(x2n)

3. cosx =
∑n

k=0
(−1)kx2k

(2k)! + o(x2n+1)

4. (1 + x)m =
∑n

k=0

(
m
k

)
xk + o(xn)

5. ln(1 + x) =
∑n

k=1
(−1)k−1

k xk + o(xn)

6. ex = 1 + x+ x2

2! + . . .+ xn

n! + o(xn)

7. sinx = x− x3

3! + x5

5! + . . .+ (−1)n−1x2n−1

(2n−1)! + o(x2n)

8. cosx = 1− x2

2! + x4

4! + . . .+ (−1)nx2n
(2n)! + o(x2n+1)

9. (1 + x)m = 1 +mx+ m(m−1)
2! x2 + . . .+ m(m−1)...(m−n+1)

n! xn + o(xn)

10. ln(1 + x) = x− x2

2 + . . .+ (−1)n−1 x
n

n + o(xn)

11. ln 1+x
1−x = 2

(
x+ x3

3 + x5

5 + · · ·
)


