Priklad 20.8. Mame-li napf. funkei f(x) := z rozvést ve Fourierovu fadu v in-
" tervalu {1, 3), bude mit soudet s; této fady periodu ¢ = 2 a v intervalu (1, 3) bude
definovan podminkami

(60)  sp(z) ==z pro z e (1.3), sy(z)=3(f(1)+ f(3))=2 pro » € {1,3}.
Snadno zjistime, Ze
1 2
(61") ag =4, ag =0, b = (f1)’“—17f-; pro viechna k € N,

takie je

=;in kmxe pro viechna x ¢ K;

asw

(61) sy(c) = Z
tada vpravo pfitom konverguje v ka®dém intervalu (2k — 1,2k + 1), kde & € Z,
lokalné stejnomérné a konvergence je nestejnomérna v kazdém levém i v kazdém
pravém prstencovém okoli kaZdého lichého &isla (sr. s (31)).

Cviceni

Kromé konkrétni ilohy uvedené v ka#dém z nasledujicich cvieni najdéte vidy
a) funkei s¢(x}, tj. soulet piislusné Fourierovy fady v R, b) viechny maximalni
oteviené intervaly, v nich# dand fada konverguje lokalné stejnomérng, c) viechny
body, v jejich zaddném okoli neni konvergence stejnomérnd. (Sr. s Po.20.4.)

20.089. Najdéte Fourierovu fadu funkce f(x) := r v intervalu (o, o + 2m), kde
aeR
20.092. Dokaite, 7e

. = sin (2% — sin(2k — 1}z )
(62) ,; op 1 — A7 SEnT Vv intervalu (—m, 7)),

a odvodte z toho, Ze

h 1

oo
(63) Z % =1ir.

k=1

20.109. Najdéte Fourierovu tadu funkce f () := | sinxz| v intervalu (-7, 7) a po-
moci ni dokaZte, Ze
[s.o] (e o]
1 (_l)k—l

64 —— =3 o = L (r - 2);
(64) kzzlaikz—l 2 §4k2-1 i{m-2)

uvaZte, e prvni z téchto fad lze snadno sedist 1 bez uZiti Fourierovych fad.
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Metody feSeni vybranjch iloh z matematické analyzy

Piiklad Vysetfeie konvergenci Fourierovy fady n-periodické funkee, kterd

se rovna funkci cosz na intervalu (-Z, ).

Redent. Povsimnéme si, Ze hodnoty funkce v bodech £ +kn, k € Z, nejsou popisem
uréeny jednoznaéné, Nicméné ze zadani snadno plyne, Ze funkee je v P(7) a Ze je
po Castech hladka.

Zadéni odpovidd hodnota [ = % z definice Fourierovych koeficientt a Fourierovy
Fady. V&imndme si, e Fourierovy koeficienty a fada zadané funkce budou splyvat
s koeficienty a Fadou funkce |cosz|. To je sudd funkce, a proto tentokrit budou
nulové koeficienty b,,. Poéitejme

2 [z T
Uy = — cosxzcos [ nr— | de =
LY (3)

LA
=2 / 3 {cos((2n + L)z) + cos((2n — 1)x)) do =
wJ_z
2
1 [sin(2n 4+ ) | sin(2n - 1) i _2/(=1)" N (—Lyt1
o 2n+1 2n -1 _%_w 41 2m-1 )

Fourierovou fadou viech funkeci odpovidajicich zadani je tedy

2 4 (-t
-+ — —— oS 2nr.
™ * i ; 4n2 — 1

ProtoZe funkce | cosz| je po Cdstech hladké a spojitd, konverguje tato fada stejno-
mérné k funkei | cos x|

Poviimnéme si navic, Ze jde zdroveii o trigonometrickou fadu 2w-periodické
funkce | cosz|. Z vyde fefeného je zfejmé, Ze nalezend fada je zaroveil Fourierovou
fadou zadané funkce uvaZované jako funkce z P(27). To je tzv. kosinova fada sudé
2m-periodické funkce. [ ]

2

Piiklad TUvaZujte l-periodickou funkei, kterd je rovna x* na intervalu

{0,1}. Zjistéte, co fiks pfisludnd Parsevalova rovnost pro tuto funkei.

Resend.  Jde o funkci, jeji# ¢tverec je integrovatelny na intervalu (0,1). {Navic jde
o po &astech hladkou funkei a mohli bychom tedy téz studovat, k ¢emu konvergnje
pFisiugna Fourierova fada jako v pfedchozich pFikladech.) Poditejme jeji Fourierovy
koeficienty:

ap =2 101 22 de = %,

tn = 2 jol 4% cos(2mnz) dz = —t pro n € N (provedte si podrobné a viimnéte
si, proé¢ jsme poéitali ay zv1ast),

-1 1

by = ‘]U z?sin(2mna)de = — ==,
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Fourierovy Fady 15.

Parsevalova rovnost nam tedy fika, Ze
1 e
1 1 1
2{ stde=<+ —— .
/0 vy nz_:l mind * m2n?

o
Spotteme-li integral a uZijeme-li rovnost . ,—37 = -’-’52—, kterou jsme odvodili vyde,
n=1

o0
A 2 _ 2 1 1z
dostavdme £ = 5 + ) ma + or g, a tedy
=

n* 90’
n=1

= ]

Uz jsme si zdfiraznili to, Ze aplikaci Parsevalovy rovnosti miizeme dostat in-
formaci o soudtu ¢iselné fady, kterd je zajimava, pfipadné pro néas nova. TotéZ lze
oviem Fici mnohdy i o soudtu Fourierovy fady samotné, jak uvidime v nésledujicich
dvou pfikladech.

Pfiklad Vydetfete konvergenci Fourierovy fady funkce |z| na intervalu
(—1,1). (Pfesugji: VySetfete konvergenci Fourierovy fady né&jaké 2-periodické funk-
ce, kterd mé dané zizeni na (—1,1).) Co déva vysledek pro bod x = 07

Regeni. Definujme funkci f na celém R tak, aby spliiovala podminky zadéani, byla
2-periodicki a navic pro pohodlf tak, aby byla spojitd na R. Takova funkce je jedina
a f(14 2k) = 1 pro ka#dé k € Z. Tato funkce je navic po éstech hladka. Proto jeji
Fourierava fada konverguje k f stejnomérné.

Diky sudosti zadané funkce vidime bez vjpoitu, Ze b, = 0. Snadno spoéteme,
Beag =2 fc.l zgde=laa,= 2]; zcos(nzm)de = A ((—1)" —1).

o0
. - 1 _4 N 1 . .
Hledanou Fourierovou Fadou je 5 + ,;:1 TR cos(nzm) a ta konverguje stej-

nomérné k f na R.
O oG
Dosadime-li = = 0, dostaneme 0= £ + nz=:1 ?ﬁ’?"’ a tedy nZ_:l rﬁg = "Tf

(Poviimnéte si, Ze posledni rovnost lze odvodit té% ze znalosti souctu fady

o0
S .
n=1

Piiklad Vysetiete konvergenci Fourierovy fady 2m-periodické funkce f,
kterd je rovna sgn w na intervalu (52, Z) a nule na ghytku intervalu [—m, 7]. Napiste,
co vysledek fikd pro » = F.

== -
— P " o . = . 2 KRN ”
Redeni.  Vypoétem zjistime, Ze Fourierovou fadou je f Y. = (1-cos &) sin ?L.L! Pro-

n=l =
toze sadand funkee je po Gastech hladka, konverguje jeji Fourierova Fada v bodé &
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Pisemka » 30.1.2006 — fedeni 4

4. [Tb] Méjme f(z) = |z|(1 — |2|) na (—1,1) a déle periodicky s periodou 2.

1. Rozvinte tuto funkci do 2-periodické Fourierovy fady. Urgete, k jaké funkci konverguje vysledna Fada
a proé.

2. NapiSte Parsevalovu rovnost pro funkei f a vypoétem uréitého integralu v ni sedtéte piisluinou
¢iselnou Fadu.

Regeni: Funkce je suda, tedy b, = 0, ddle vidime, ¥e na intervalu (0,1) se rovna funkei :1:(1 —z)=x—1°
Protoze perioda £ = 2, je koeficient pfed integrilem % = 5 = 1, diky sudosti viak miZeme také brat
dvojnasobek integralu pfes polovi¢ni periodu, tedy:

1 . 1 1 1
Go='2f a:—a:'dﬂ::?(——_)z_,
o 273/ 3

pfipadné s onou dvojkou zachdzet takto:

i 1
32—" = (x — 2} cos Tz ds = / zcosTnedr —/ z* cos Tnx dr =
0 0 0
1 S e 1. oot
= [—:r sin wnm] = e | sinTne de — [—:l:‘a sin wnm] 4o e | ozsingnedr =
™ o ™Sy ™ o ™ fy
1 o2 1 L S \
= |-—zcosmnz| +— | |——=zcosTnz| + < [sinmnz], | =
(7n)? g TN N o (mn)?
— (_1)"_1 _ 2 (_l)n — _(_1)”+1
win2 win? mip?
tedy
2((--1}" + 1)
=TT
Fourierova fada ma proto tvar
1 2 & (-
Fy{z) =6_F24 cos7ma:,

—

n=

a proto¥e zadana funkce po &astech C' s vlastnimi jednostrannymi limitami hodnot funkee i derivaci ve
viech ,hrotech”, a navic je spojitd na celém R, konverguje Fourierova fada bodové pro viechna z € R a
plati Fy(x} = f(x) pro viechna z € R.

Parsevalova rovnost (v nafem piipadé 2 fol lf(z) dz = %ﬁ + 5.5 al) dava:
1 00 2
1 L4 1)“ +1)

tedy po lipravé



Pisemka z 10.2.2006 — fedeni 4

4. [Tb] Méjme f(zr) =cos3z na (-%, %), f(z) =0 na {—7,— %) a (5,7) a dale periodicky s periodou 2.

1. Rozviitte tuto funkci do 27-periodické Fourierovy fady. Uréete, k jaké funkci konverguje vysledna
fada a proc.

2. Napiste Parsevalovu rovnost a vypoétem uréitého integralu v ni seététe pfistusnou &selnou fadu.

Reseni: Funkee je sudd, tedy:

9 T 9 T 2
ao:—/bcosiimdz:[—sin?ua:} =0,
T Jo 371' o 3?!'

a dale

n

¥ )
*n = 2/ cos 3z cosnx dr = / (cos(3+n)z + cos(3—n)z) dz.
0 0

Je vidét, Ze vypodet bude vypadat jinak pro n = 3 a jinak pro n # 3. Pro n = 3 méme

§ 7. Tow_ow
ﬁa:s=/(; (C056x+1)d$=g[5m6z]0 +6_E,

zatimco pro n # 3 je

1 7. ¥ 1 7, §F
Ty = m[sm(3+n)x]u +ﬂ[sm(3—n)m]o =
= Lsin(3-}-n)£—i— 1 sin(3 n)w _ ! cosn + Lcosnz—
T 3+n 6 3-n 6 3+n 6 3-n 6
L cosne .
= n—=.
79 —n?) 6

Fourierova fada ma proto tvar

i cos &% cosnx

1 1 6
Ff($)=_+6‘;c053$+_ 9z

B by
n=1,n#3

a protoze zadana funkce je po f4stech C! s vlastnimi jednostrannymi limitami hodnot funkee i derivact ve
viech ,hrotech®, a navic je spojitd na celém R, konverguje Fourierova fada bodové pro viechna z € R a
plati Fy(z) = f(z) pro viechna z € R.
" 2
Parsevalova rovnost (v nasem ppadé 2 {7 cos? 3zde = 3 + 307 | a?) davé:
1 2 1 36 i cos® 2I

6 92 (9 —n2)2’

= S+t
6 9 36 = ez

piipadné:

Z cos? &L _ bw? 1
s (9—n?)? " 1296 162



48 ' ¥ourierovy tady

b) Viz obr. 9. Specidlné pro z = £

L?  8L? o

1 e %)
T '-""ﬂ_a""' (_2_‘7_—1—)3. Slﬂ[(zk bl 1) “é'],
P51

odkud o
: k=1 1 . _7"_3_
Z{‘ b (2k~1)3 32’

k=1

c) Funkce f ma spojitou prvni deri rivaci na R, druba derivace j Jje spojita na R s vyjimkou celych nasobki
2L, v nichz ma skoky. Navic, druha derivace je po &astech hladkd na [—L, L].

PitikLAD 2.1,5:13'. : _
Necht f oznafuje 2L—periodickou funkei definovanou v intervalu (—L, L] pfedpisem

#(L-z), ze€l0 L)
flz) = { f(—z}, x € (—L, 0},

a) Zapidte Fourlerovu Fadu funkce f. Nadvod. Vyuzijte skute€nosti, Ze funkce je L-periodickd.
b) Nakreslete graf souztu fady v intervalu J = [<2L, 2L]. Odvodte vzorec

N1 .
gr“?

¢) Zdiivodnéte, proé Fourierovy koeficienty klesaji k nule rychlosti 1 /K%

Vysledky: _ |
a) Funkce f je'sudi a L—perlodlrka tedy fada je kosinovis b =0,k ENa

4Tk 2
ag:-%/o' HL-z)de =,

4 ¥ 2kne L?
ap = ;_-"/n 2{L —z) cos T d:z::-m.a keN.

4

Fourierova fada ma tvar

b

[

"

L T~ 1 %kmz
e 'Zﬁms' A
k=1

b} Viz obr. 28.
¢) Funkee f je spajitd na K, prvni derivace je spojitd na B s vyjimkow celych nasobkii L, v nich? md
skoky. Navic, prvni derivace je po &éstech hladkd na [—L, L].

PRIKLAD 2.15.14.
Vztah (2.7.4) z Prikladu 2.7.3 fiké; Ze pro viechna ¥ €.(0, 2n) plati

™o Z smk:t:

=1

8




2.15. Piklady 49

2L -L

Obr. 29.
ihtegmci élen po &lenu od 0 do z odvodte, Ze pro z € [0, 27 plati

B [54]

»?  me 4 wl Z cos kz

4 2 6 L kT
kot

Dalsl integract élen po. Elenu odvodie, Ze pro z € (0, 2} plati

z wx? 4 wla i sinkr
12 4 6 FER
k=1
—gt  my® wla? +"7r“ X coskz
48 12 12 90 g

Navod; Pouzijte vysledku z odst. 2.12. Pro soudet Z;:—; 1/k? uzijte vysledkn z Piikladu 2.15.1T (nébo
Priklady 2.15.13) nebo vypolitejte integral

PRIKLAD £.15.15. (Dvoucestné usmérniny ginugovy kit )
a3 Najdéte Fouricrovu fadn funkee flz) = |sin |, (Alternativni zadani: najdéte Fourierovu kosinovou
fadu, 2z-periodické funkee f, pro ni% flz) = sina na intervalu [0, 7] - viz obr. 30.)
Navod. Vyuzijte toho, Ze |sinz| je m-periodickd fankee (a vohte 2L = m) K vipoctu integrali
j:'“ sing cos 2kx dz, pouijle vzorec 2sin o cosf = sinfoe — A) +sin{a+ #), o, 3 € R
b) Zapiste soufet prvnich ctyf inentlovych élend Fourierovy fady.
c) Nakreslete graf sou¢tu fady pro —m <z € w. Souget fady pro z = 0 pouZijte ke stanoveni soudtu
tiselné rady

1 1 1

Tstss st
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4. ODR2 fefend pornoci Fouricrovyeh fad

Raoezvoj funkee f* do mdczaoaoéu Fady je noau,,

1
~ == 2k
f{z) + sinzx + 2 l__qu ij cos 2kw

Nyni mzZeme zadit fc§it ODR2. PEedpokladdme FeSeni ve tvaru

Ao

5 4 Mﬁ\:n cos kr + Dy sin kz).

k=1
Abychom mohli pfedpokladané feseni dosadit do zaddni, musime si joité vyjadFit druhou
derivaci funkee ¥

y=

o0
=) {—k*Arcoskz — kB sin k).
k=L
Dosadiine tedy do zadané rovnice a porovudme koeficienty na ocbou strandch rovnice a
dostancine pro hledané koeficienty soustavu rovuic:

Ao 1
g - =
¢ 2 ™
94, — k4, = 2 k=246
T TS Y T et
94, — k%A, = 0 k=135
1
m_mw - mw = M
9B, — k'3, = O
Z prvni rovnice ihned vidime
A _ 1
2 on
Z druhé a ticti rovnice plync
2
2 C 1 9 _ .
Akt -9 = AT k — liché, Ap(k* -3 =0, k- sudd

Tedy
2

AR — D)k - 9)°

Ze Ctvrié rovnice uréime

Ay = Az e R k=2,4,6....

1
b= 16

Z posledni rovnice si také vytkneme koeficient a dostavame
B9 - k%) =0,
tedy
D=0 DBzeR k=1579..
m%ﬁ: Jje tedy funkee y(x) v tomto tvaru

H 1

[=v)
e 2
wz) = — + —sinT + (Azcos 3z + Basindc) + d_..mup ayE:

“1)(@kE _9)

2k,
16 cOs L

kde Ay a B3 jsou libovolné konstanty.
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