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Teorie

Definice 1. Funkce
∑k

n=0 an cosnx + bn sinnx se nazývá trigonometrický polynom.
Řada

∑∞
n=0 an cosnx+ bn sinnx se nazývá trigonometrická řada.

Necht’ f : (−π, π)→ R. Č́ısla

an =
1

π

∫ π

−π
f(x) cosnx dx,

bn =
1

π

∫ π

−π
f(x) sinnx dx,

kde n = 0, 1, . . ., se nazývaj́ı Fourierovy koeficienty funkce f .

Věta 2. Je-li f po částech hladká nebo po částech monotónńı na [−π, π], pak jej́ı
Fourierova řada funkce f konverguje k funkci f̂(p) pro každé p ∈ [−π, π].

Konvergence je stejnoměrná na uzavřeném intervalu lež́ıćım uvnitř intervalu, kde
má f spojitou derivaci.

Věta 3 (Parsevalova rovnost). Necht’ f je definována na [−π, π] a
∫ π
−π f

2(x) dx konver-
guje. Pak

1

π

∫ π

−π
f2(x) dx =

a20
2

+
∞∑
n=1

a2n + b2n.

Definice 4. Necht’ f má periodu 2L. Pak Fourierovy koeficienty funkce f jsou defi-
novány jako

an =
1

L

∫ L

−L
f(x) cosπnx/Ldx,

bn =
1

L

∫ L

−L
f(x) sinπnx/Ldx,

kde n = 0, 1, . . ..
Fourierova řada pak je definována jako

a0
π

+
∞∑
n=1

an cosnxπ/L+ bn sinnxπ/L.

Věta 5 (Integrace). Necht’ f(x) ≈ a0
2 +

∑∞
n=1 an cosnx+ bn sinnx a necht’ konverguje∫

−π π|f(x)| dx. Pak pro (a, b) ⊂ [−π, π] plat́ı∫ b

a
f(x) dx =

∫ b

a

a0
2

dx+

∞∑
n=1

∫ b

a
an cosnx+ bn sinnx dx.



Věta 6 (Derivace). Necht’ f je spojitá po částech hladká funkce na [−π, π], jej́ıž derivace
je absolutně integrovatelná. Pak Fourierovy koeficienty a′n, b′n funkce f ′ lze vyjádřit
jako

a′0 =
f(π−)− f(−π+)

π
, an = (−1)na′0 + nbn, b′n = −nan.

Př́ıklady

1. Najděte Fourierovu řadu funkce f(x) = x, x ∈ (1, 3).

2. Najděte Fourierovu řadu funkce f(x) = x2, x ∈ (0, 1).

Aplikujte Parsevalovu rovnost.

3. Funkce f(x) = |x|(1− |x|) na (−1, 1) a pak periodicky s periodou 2.

Rozviňte do 2-periodické Fourierovy řady a aplikujte Parsevalovu rovnost.

4. Funkce f(x) = cos 3x na [−π
6 ,

π
6 ], f(x) = 0 jinde na (−π, π), pak je 2π-periodická.

Najděte jej́ı Fourierovu řadu a aplikujte Parsevalovu rovnost.

1. Vı́me, že pro všechna x ∈ (0, 2π) plat́ı

π − x
2

=

∞∑
n=1

sinnx

n
.

Integraćı člen po členu odvod’te, že pro x ∈ [0, 2π] plat́ı

x2

4
− xπ

2
+
π2

6
=
∞∑
n=1

cosnx

n2
.

Daľśı integraćı odvod’te, že pro x ∈ (0, 2π) plat́ı

x3

12
− πx2

4
+
xπ2

6
=
∞∑
n=1

sinnx

n3
.

2. Řešte diferenciálńı rovnici
y′′ + 9y = f(x),

kde f je periodickým rozš́ı̌reńım funkce f∗(x) = max{0, sinx}, x ∈ [0, 2π].

1. Necht’ plat́ı, že funkce f je integrovatelná na [0, L] a f(x+ L) = f(x). Ukažte, že
f ∈ P (2L) a pro jej́ı Fourierovy koeficienty plat́ı 0 = a1 = a3 = a5 · · · , 0 = b1 =
b3 · · · .

2. Necht’ plat́ı, že funkce f je integrovatelná na [0, L] a f(x + L) = −f(x). Ukažte,
že f ∈ P (2L) a pro jej́ı Fourierovy koeficienty plat́ı 0 = a0 = a2 = a4 · · · , 0 =
b2 = b4 · · · .


