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Teorie
Definice 1. Funkce Zi:o an cosnx + by sinnx se nazyva trigonometricky polynom.
Rada Y >, a, cosnx + by, sinnx se nazyva trigonometrickd rada.

Necht f: (—m,7) — R. Cisla

1 ™
an = — f(x) cosnx dz,
™ —T
1 ™
b, = — f(x) sinnx dz,
™ —T
kde n =0,1,..., se nazyvaji Fourierovy koeficienty funkce f.

Véta 2. Je-li f po ¢astech hladka nebo po éastech monoténni na [—, 7], pak jeji
Fourierova fada funkce f konverguje k funkci f(p) pro kazdé p € [—m, 7.
Konvergence je stejnomérnd na uzavieném intervalu lezicim uvniti intervalu, kde

ma f spojitou derivaci.

Véta 3 (Parsevalova rovnost). Necht f je definovdna na [—7, 7] a [7_ f?(z) dz konver-
guje. Pak

[e.e]

L[ de = a(z) 2 | 2
= fi(z)dz = 2 + a, +b;,.
- n=1

Definice 4. Nechf f m4 periodu 2L. Pak Fourierovy koeficienty funkce f jsou defi-
novany jako

1 (L
ap, = / f(x)cosmnz/Ldx,
LJ g

1 L
by, = / f(x)sinmnz/Ldx,
L),

kden=0,1,....
Fourierova rada pak je definovana jako

o0

agp .

- + E lan cosnxm/L + by, sinnxw /L.
n—=

Véta 5 (Integrace). Necht f(z) =~ % + >0, an cosnz + b, sinnz a necht konverguje
J_, 7l f(x)]dz. Pak pro (a,b) C [—m, 7] plati

b b o b
ap .
/Gf(a:)dx:/a 2dx+§:1/(z ap cosnx + by, sinnx dz.
n=



Véta 6 (Derivace). Necht f je spojitd po ¢astech hladkd funkce na [—m, 7], jejiz derivace
je absolutné integrovatelna. Pak Fourierovy koeficienty a/ , b/ funkce f’ lze vyjadrit

jako
ap = fm) = f(_ﬂ+>, an = (—1)"af + nby, b, = —nay,.
s
Priklady
1. Najdéte Fourierovu fadu funkce f(z) =z, z € (1, 3).
2. Najdéte Fourierovu fadu funkee f(z) = 22, z € (0,1).

Aplikujte Parsevalovu rovnost.

3. Funkce f(z) = |z|(1 — |z|) na (—1,1) a pak periodicky s periodou 2.

Rozviiite do 2-periodické Fourierovy fady a aplikujte Parsevalovu rovnost.

4. Funkce f(r) = cos3z na [~§, §], f(v) = 0 jinde na (—m, ), pak je 2m-periodicka.
Najdéte jeji Fourierovu fadu a aplikujte Parsevalovu rovnost.

1. Vime, ze pro vsechna z € (0, 2m) plati

o .
T — zsmnm
2 n

n=1

Integraci €len po ¢lenu odvod'te, ze pro x € [0, 27| plati

00
2 T 7T2 cosnx

Ty
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n

Dalsi integraci odvod'te, ze pro z € (0, 27) plati

o0 .
x3 7T.’IJ2 x7r2 Z S nax

12 4+6

2. Reste diferencidlni rovnici
y' + 9y = f(x),

kde f je periodickym rozsifenim funkce f*(z) = max{0,sinz}, x € [0, 27].

1. Necht plati, ze funkce f je integrovatelnd na [0, L] a f(x + L) = f(x). Ukazte, Ze
f € P(2L) a pro jeji Fourierovy koeficienty plati 0 = a1 = a3 = as---, 0 = by =
by

2. Necht plati, ze funkce f je integrovatelnd na [0, L] a f(x + L) = —f(z). Ukazte,
ze f € P(2L) a pro jeji Fourierovy koeficienty plati 0 = ag = ag = a4---, 0 =
by =by---.



