40 Fousrlerovy tady

¢) Fourierova ¥ada konverguje pro viechna z € R & pro jeji souéet a(#) na intervalu J plati - viz obr. 21
0, =z=-3-2,-1,01,23;
s(zy=1< -1, =z€(-3,-2JU(-L0)U(,2),
1,  =ze(-2 -1)u(0, 1)u(2,3)
4 1
il WA ) L e == 1,

Specidlné pro = 1/2

k=1
2
—_— Py S g
3 =2 - 1 ) 3
21 obr 21

PRiRLAD 2.15.3.
Necht. f oznatuje Sr—periodickou funkei definiovanou v intervalu (—x, n] pfedpisem

Y z € (==, 0},
He)= { 0, <z&(0,n]

a) Znazornéte graf funkce f v intervalu J = [—2x, 2x] a vypoététe jeji Fourierovy koeficienty.
b) Zapiste Fourierovu fadu funkee f a souéet:prvnich péti nenulovych élent:.
¢} Znidzornéte graf souétn Fourierovy fady na intervalu.J.

}-
Vysledky:
a) Graf funkece f na intervalu J viz obr. 22.

. 40
1 . .
ag = -—/ de =1,
o
—x

(13
ap = -1~f coskrdr =0, k€N,

x
—
1 f° 1 P _ 0, je-li &k sudé
B f sinkzdz = — [(—1)F —1] ~ 2 eni kliché,
Mt kn
b) -
1 2 o sinf(2k —1)z] 1 2 ( 1 1. 1, )
2w E o1 s4(z) 577 ‘Sln2+.3..sm3z+5sm 2+ = sin T

k=21
¢) Fourierova fada konverguje pro véechna = € R. Soucet s(z) je roven f(z} vyjma celych nisobkd =,
v nichZ je roven 1/2. Graf ¢asteéného souétu 84 a soudtu s na intervalu J viz rovndZ obr. 22




2.18, PHklady 41
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Obr. 22

PRIKLAD 2:154, (Obdélnikovi impuls.}
Necht 0 < zg < = je ddno a f je periodickd funkee s periodon 2£ = 2=, kierd je periodickym pro-
dlougenim funkce
1, |z} < 20,
fley=q |
0, &€ {~n —apyU {2y, 7.

a) Znazornéte graf funkce f v intervalu [—2n, 27] » vypoitéte Fourierovy koeficienty funkee f.

b)‘ Zapiste Fourierovu Tadu funkce f a urdete hodnoty, k nimZ konverguje fada pro 2 = 0, o = z¢ a
z=m.

¢} Pro specialni ptipad zo = —g— zapiste Fourierovu fadu funkce f a souéet prvnich péii nenulovich
&lentl.

Vitsledky:

a) Graf funkce f nafintervala J viz obr. 23. Funkee f je sudd, a proto

k€N,

2 [*° 2u
g = - dr = ﬁ',
T Jo "
2 [ 2 .
ay = - coskrdr = —sinkzy, kEN,
o o k=
0,

b =



Metody feSeni vybranych dloh z matematické analyzy

Piiklad Vysetfete konvergenci Fouricrovy fady m-periodické funkce, kterd
se rovnd funkci cos z na intervalu {3, §).

Resend.  Poviimnéme si, ze hodnoty funkce v bodech Z+kw, k € Z, nejsou popisetn
uréeny jednoznaéné. Nicméné ze zaddni snadno plyne, Ze funkee je v P(r) a e je
po Castech hladka.

Zadani odpovid4 hodnota I = % z definice Fourierovych koeficientd a Fourierovy
fady. VEimnéme si, ze Fourierovy koeficienty a fada zadané funkce budou splyvat
s koeficienty a fadou funkce |cosz|. To je sudd funkce, a proto tentokrat budou
nulové koeficienty b,. Pofitejme

IR
Uy = = COS2 COS | N0 ) dr =
). (3)

z
31
= z/ 3 {cos((2n + 1)x) + cos{(Zn — 1)z)) doe =
FL - 3
2
_ 1 [sin(2n + 1)z 4 sin(2n - 1}z % 2/ (- N (—1)»+!
o 2n+1 2n—1 _%‘—Ti' 2n+1 m-—1/°

Touricrovou Fadou viech funkei odpovidajicich zaddni je tedy

2 4 oo (_l)n-!-l
24 = s Ve,
ﬂ_-i—ﬂ_"; an? 1 cos 2nw

ProtoZe funkee | cos x| je po &astech hladka a spojita, konverguje tato fada stejno-
mérné k funkei | cosz|.

PovSimnéme si navic, %¢c jde zdrovedl o trigonometrickou fadu 2m-periodické
funkce | cosz|. Z vyse Fedeného je z¥ejmé, Ze nalezend Fada je zaroveti Fourierovou
fadou zadané funkce uvaZované jako funkce z P{2x). To je tzv. kosinova fada sudé
2r-periodické funkce. [ ]

2

Piiklad Uvagujte 1-periodickon funkei, kteri je rovna x* na intervalu

(0, 1). Zjist&te, co Fika pfisluina Parsevalova rovnost pro tuto funkci.

Reseni.  Jde o funkei, jejiz étverec je integrovatelny na intervalu (0, 1). (Navic jde
o po ¢astech hladkou funkci a mohli bychom tedy téZ studovat, k ¢emu konverguje
ptislusna Fourierova fada jako v pfedchozich pfikladech.) Poditejme jeji Fourierovy
koeficienty:

ag = 2f01:u2dw= Z

a3
1 . o
an =2 f; x? cos(2rnw) di = ;JTL; pro n € N (provedte si podrobné a viimnéte
si, proé jsme poéitali ag zv1agt),
1

by = 2 f) 2?sin(2mna)dzr = — L.,



Fourierovy fady 15.

Parsevalova rovnost nam tedy fika, Ze

! 1 =/ 1 1
e = = -
Z]U ‘ d£—3+z(7r4n4+1r2n2)'

n=1

2C
= - 1 o i . ) 1 _ x® - T
Spocteme-li integril a uZijeme-li rovnost 3 ) 77 = % kterou jsme odvodili vige,
n=

&0 2
dostavéme 2 =2+ Y = 4+ 5T, a tedy
n=1

——
T [

UZ jsme si zdiiraznili to, Z¢ aplikaci Parsevalovy rovnostt mtZeme dostat in-
formaci o souétu &iselné Fady, ktera je zajimava, pFipadné pro nas nova. Totés lze
oviem Fici mnohdy i o souttu Fourierovy fady samotné, jak uvidime v nasledujicich
dvou prtkladech.

Pfiklad VySetfete konvergenci Fourierovy fady funkce |z| na intervalu
(—1,1}. (Pfesnéji: Vysetfete konvergenci Fourierovy fady ngjaké 2-periodické funk-
ce, kterd ma dané ziZeni na (—1,1).) Co dava vysledek pro bod = = 07

Regent Definujme funkei f na celém R tak, aby spliiovala podminky zadéni, byla
2-periodicka a navic pro pohodli tak, aby byla spojita na R. Takova funkce je jedind
a f(1+2k) =1 pro kazdé k € Z. Tato funkce je navic po &istech hladkd. Proto jeji
Fourierova fada konverguje k f stejnomérng.

Diky sudosti zadané funkce vidime bez vypoctu, ze b, = 0. Snadno spofteme,
#e ag = 2 fol rdr=1laa, = 2f01 xcos(num)der = —A5{(—1)" — 1).

(=]
__— - 1 -4 - i i
Hledanou Fourierovou fadou je 5 + "E=1 ereS ik cos(nzm) a ta konverguje stej-

nomérné k f na R.
2

o0 f]

Dosadime-li 2: = 0, dostaneme 0 = 5 + n; Tﬁ’?’ a tedy n¥1 tﬁf =I.

(PovSimnéte si, Ze posledni rovnost lze odvodit téZ ze znalosti souctu fady
o v]
> ar) ]
n=1

Piiklad Vysetiete konvergenci Fouricrovy Fady 2w-periodické funkce f,
kterd je rovna sgn  na intervalu {57, ) a nule na zbytku intervalu {—m, 7]. Napiste,
co vysledek ¥Fikd pro x = 7.

T

(9] r
T ’ = e L x . « - 2 ' ; I
Redent.  Vypottem zjistime, e Fourierovou fadou je f >, == (1-cos Zt)sin nzf Pro-

toZe zadana funkce je po ¢dstech hladkd, konverguje jeji Fourierova fada v bodé 3
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Metody Feieni vybranych aloh z matematické analyzy

k hodnoté M%;) = £, a tedy je

[ ”

2 2 n nm ks
gﬂ_ 1—c052)sin?=z Z 2n—l

n= 1=1

Tedy Z 2n - = . (Tato rovnost by nim u# méla byt znima, nebot jde
n=1
o vyjadfeni hodnoty funkce arctg 1 pomoci ptisluiné Taylorovy fady.) [ ]

K tomu, abychom lépe rozuméli, jak spolu souviseji Fourierovy fady funkei,
pokud je rozvijime jako funkce s riznymi periodami, je dobré rozmyslet si, %e koefi-
cienty 2/-periodické funkce vzhledem k trigonometrickému systému 2{-periodickych
funkei a vzhledem k systému 2{k-periodickych funkci pro néjaké k € Z splyvaji.
Presnéji, koeficienty vzhledem k funkcim cos (71;1:1—’;), sin ('ru: ) kde n neni déli-
telné k, o které se tyto dva systémy lidi, jsou nulové.

Piiklad Spoététe Fourierovy koeficienty m-periodické funkce f, ktera je
rovna z na intervalu (0, 7). Co fikd Parsevalova rovnost?

Reseni. Budeme funkci uvaZovat jako 2r-periodickou. ProtoZe plati pfedchozi véta
o jednoznadnosti, musi nadm vyjit tdz Fourierova fada, kterou bychom dostali, kdy-
bychom uvazovali nagi funkci jako #-periodickou. Je ag = % [fﬂ flx)dx = 7. Pokud
k funkci f pficteme konstantu — %, dostaneme lichou funkcei. Ale konstantni funkce
mé nulové koeﬁcienty an, 0 € N, a tedy miZeme déle Poc":itat jen b, a to pro funkci
f nebo f(z)— %, coZ musi opét vyjit nastejno. Pro f(x) — 7 miiZzeme oviem vyuZit
lichost této funkcc. Méme

by = % Flz)sin(nz)dz = 2 '/:(w - %)sin(nm) dr =

—r Tt

(rl)”'H
T I

Funkce ma integrovatelnjf kvadrat na intervalu (—x, ), a tedy z Parsevalovy

rovnosti dostavame, ze - :+ Z L=1 (" fa)de =12 [ 2 dz = %
TE—

[}

2 - 3 - r
Celkem mame tedy, Ze Z = %7r2 — % = %=, cof nis uZ nepfekvapi. ]

n=1
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Podle V.20.2 je tedy

00
H k/ .
(28) sple) =7 — 22 smk * pro viechna ¢ R,
k=1

z ¢choZ thned plyne, ze

+

X smk.t - .
(29) 2= : @ & (0,27);
k=1

v bodech 0 a 27 je soudet fady vlevo roven 0.

Vzhledem k periodicité je konvergence fad v (28) a (29) lokdiné stejnomérnd
v intervalu (2nm,2{n + 1)7) pro kazdé n € Z a nestejnomérnd v kaZdém levém
i pravém okoli kazdého bodu 2na, protoZe funkce 57 je v téchto bodech nespojita.

2r

GRAFY FUNKCE 2 A PRVNICH 8 GASTECNYCH SOUCTU
JEJI FOURIEROVY RADY Vv (0,27)

(2 {Nyni najdeme sudou a lichou Fourierovu fadu funkce f{x) = x, z € (0,m).
Funkee s¢(z) je v ptipadé sudého rozvoje rovna || v intervalu (—= ) protoZe

T 71_2 w 2
[) a;dm=? a fowcos(Qk—{-l}wdw:f(—gk—_—l)Q pro viechna ke N,

Je ‘- —_—

¢ ""“—-*—w —t

(30) flw|=g—%\; v e |

Rada vpravo konverguje piitom stejnomérné v celém R a jeji soudet je tam roven
funkei ¢ s{z), ktera je 2m-periodickym rozSifenim funkce |x| z {—m, 7} na R.
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V pfipadé lichého rozvoje je sp(w)=xv (==, m) asp(xm) =0, piitemz

2 (" 1 2
b = = | wsinkadr=(-1)""=x,
K ﬂj‘;xsm wdr = (—1) x
takie . T — e -
| = sin ki ‘
(31) 1 x=2 Z(—l)"‘"1 — b viechna =€ (—m,7). !
: k=1 e L

Rada vpravo konverguje v kazdém intervalu ((2n — )7, (2n+1)7), kde n ¢ Z,
lokalné stejnomérné, konvergence viak neni stejnomérnd v Zadném levém ani pravém
prstencovém okoli Zadného lichého nasobku é&isla 7; véude v R fada soucet s pla).

3. Jestlize v (30) poloZime x =, dostaneme po evidentni ipravé rovnost

O

i{m 1 _71'2 ;
@ Pk S

- R

Poznamka 20.5. U fad z (29) a (31) jsme byli dosud schopni vysetfit jen (neab-
solutni, lokalné stejnomérnou) konvergenci; nyni jsme nadli jejich soucty a podafilo
se nAm sedist 1 éiselnou fadu (32). V dalsich ptikladech (feSenych i ponechanych
¢tendfi jako cvifeni) seCteme daldi fady &sel a funkei; nezodpovézena viak bohuiel
ststane otdzkae, kierou funkci mdme rozvinout, abychom ziskali soudet predem dané
Siselné Fady. Nezbyvé asi nic jiného neZ rozvinout co nejvice funkci a hledat mezi
vysledky fadu, jejiz soucet bychom radi znali.

Priklad 20.4. Fouricrova 7ada funkee f(z) = 22 vintervalu I == (0,27) ma, jak
rilstine standardnim vipodtemn, tyto kocficienty:

4
by = ——;5 pro keN;

9n-periodicka funkee s¢(x) se pfitom rovna #? v fad(fO)+f(2r) = 212 v bodech
¢ a 2. Podle V.20.2 je

47 =, coskr >, sinkx .
Z % pro viechna x £ R;

{33) Sf(.’ﬂ) = —'3— + 4 T 47
k=1 k=1

prvoi fada vpravo konverguje (podle srovnavaciho kritéria) stejnomérné v R, druha
lokélné stejnomérng v kazdém intervalu (2nm,2(n + 1)7), n € Z, a nestejnomérné
ve véech levych i pravich prstencovych okolich bodi 2nw.

Dosadime-li © = 0, bude vlevo s fl0y = 97? a jednoduchou dpravou ziskame
rovnost

® 1 =°
(34) z Eﬁ = E- .
k=1
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LY ———— e,

{\' {: { \ Pfiklad 20.7. f{ledejme sudou a lichou Fourierovu Fadu funkce
L.
- _ 1 v intervalu (0, 37)
(51) F(z) = sgn(sin 20) = -
—~ 1 v intervalu (-—Tl' )

Oznadime-li 574 a 85, funkee (27) a (27") z Po.20.4, bude
jeli z e (0,17)

‘ i
1 _-'—‘_‘--—\_._..‘.

1, ]e—hJ,e(#_:'r,??r) 1,
—1, jeli z € (—3m,0) o5

spalz) = ¢ —1, jeli me (dm3m) o, spule) =
je-li we (kg 0}

0, je-li we {xin §nr} Q,

?

prvni z téchto funkei je pfitom 27-periodicka, druha m-periodicka.

GRAFY FUNKCE sgn (sin 2z) A PRVNICH 4 CASTECNVCH SOUCTY
JEJi LiCHE FOURIEROVY RADY

Koeficienty ay Tesp. bg sudého resp. lichého rozvoje jsou

(52) ag =0, ap= % sin(3 km) pro ke N
resp.
(53) by = 2(1+(—1)k3€_4c05(%kﬂ') pro ke,
takze "
k 4 -t pro viechna ke N,

(61) e = (D Gy b2 T G yg

zatimeo viechny koeficienty a2y, bak—3, bay—1 a bax jsou nulové. Ptislugné Fourierovy

fady jsou i T
| oo oo ., '
| 4 1y cos(2k — 1)w 4 sin(4k —2)x
(55) ! WZ %—1 ED D e

1 k=1
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prvni konverguje lokilné stejnomérné v intervalech I, := (3(2n - 1)m, 3{2n+1)z),
n € Z, a nestejnomérné v kazdém levém i pravém okoli krajnich bodd téchto inter-
valti, druhd konverguje lokélné stejnomérné v intervalech .J,, := (3nm, % {n -+ 1)),
n € Z, a nestejnomérné v kazdém levém i pravém okoli krajnich bodi téchto inter-
vali.

Uvazime-li, Ze soudet prvni fady v bodé 0 je 1, ziskdme pozoruhodnou rovnost

v

poznamenejme viak, Ze alternujici fada vlevo se k pfibliZnému vipoétu &isla 7 prilis
nehodi, protoZe konverguje velmi pomalu. (Rozdil %ﬂ' a jejiho pétistého édsteéného
souctu je pfiblizng 0.6005.)

Poznamka 20.7. Integraci élen po €lenu levé strany identity (42) bychom ziskali
fadu o Clenech sinkz/k* a daldi integraci fadu o &lenech cosku/k*; pro = = 0
bychom tak ziskali fadu

=1
(57) >
k=1

0 jejlZ seCteni se marné usiluje celd staleti. Zde naznageny postup samoziejmé téz
selhdva, protoZe funkce primitivni k pravé strané identity {42) nepatfi mezi elemen-
tarni funkce, a pravé tak tam nepatii ani funkce k ni primitivni.

Zatimeo soucty fad o clenech 1/k™ se sudym n € N lze vypoditat podle celkem
Jjednoduchého vzorce (viz napf. kap. XVI knihy [13] nebo str. 286 knihy [6]), nale-
zend vzoreld pro soudty obdobnych Fad s lichym n € N by nepochybné svého fesitele
razem proslavilo,

Poznamka 20.8. Dosud jsme mluvili jen o rozvojich 27-periodickych funkei;
viechny vyloZené postupy viak lze (po evidentnich modifikacich) opakovat s obec-
né&jsimi g-periodickymi funkcemi, kde g e B,

Mé-li ¢-periodickd funkee f koneény integral [(;I f, miZeme vytvotit obecndjii
Fourierovu fadu s periodou ¢ a psat

- 2km Zkmx
(58) f(w)z:%ag-i-z:(akcos . '+bksin—q—),

k=1

kde Eisla ay (k > 0) a by (k € N} jsou nyni dana rovnostmi

2 [t 2km 2 [iHe 2k
(59} g 1= —/ f(x)cos T de, by = —f f(x) sin 1T i
qJe q q.Je q

s libovolnym £ € R. Funkee cos(2k7z/q), sin(2knz/g) maji periodu ¢ a splauji
podminky (5} — (7}, nahradime-li na jejich pravych strandch &slo  éislem %q.
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:; Priklad 20.8. Marme-li napf. funkci f{x) := » rozvést ve Fourierovu fadu v in-
" tervalu (1,3), bude mit soudet s5 této Fady periodu ¢ = 2 a v intervalu {(1,3) bude
definovan podminkami

(60)  splw) = pro we (1,3), spe) = $(F(1) + F(3)) =2 pro v & {L,3}.

Snadno zjistime, Ze

2
(61) ag=4, ay =0, b= (—l)kvlk— pro viechna ke N,
T
takze je
L2 = (—1)*
61" y = — inkmux fechna » e R;
(617) Sf W Z: sin krw pro véechna » e K

fada vpravo pfitom konverguje v kaZdém intervalu (2k — 1,2k + 1), kde &k € Z,
Iokilné stejnomérné a konvergence je nestejnomérnd v kaZdém levém i v kaZdém
pravém prstencovém kol kazdého lichého &isla {sr. s (31)).

Cviceni

Kromé konkrétni tlohy uvedené v kazdém z nasledujicich cvideni najdéte vidy
a) funkei sy(x), tj. soudet piisludné Fourierovy fady v R, b) vlechny maximalni
oteviené intervaly, v nich? dana fada konverguje lokdlné stejnomérné, ¢) viechny
body, v jejich? zadném okoli neni konvergence stejnomérna. (Sr. s Po.20.4.)

20.08°. Najdéte Fourierovu fadu funkce f(x) := z v intervatu {a, v ++ 27), kde
aclR

20.09°. Dokate, Fe

>, sin(2k — sin(2k — L)z
(62) ,—; ok —1 = lrsgny vintervalu (=, m),

1 odvodte z toho, Ze

k 1

. 1
k=1
20.10°. Najdéte Fourierovu fadu funkee f(x) := | sinz| v intervalu {—m, 7) a po-
moci ni dokaZte, Ze
oo o0 3
1 (1
4 ; =2 (r—2);
(64) ;M"ml ! kz_;:ik?—l 1(m=2)

uvaite, Ze prvni z téchio fad 1ze snadno seéist i bez uZiti Fourierovych fad.
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IS (-1 + )sinnz 4o~  2n+1 ,
=— ==Y —————sin{2n+ 1)z
/() ‘ﬂ'nz:; n? —4 W§(2n+1)2—4sm( nt e

3
EPi"lklad 8. Rozviiite ve Fourierova fadu na intervalu (-, 7) funkei

. _%(ﬂ +2) z€(=7.0)

%(w—m) re07).

Reseni:
Jdc o lichou funkei, tedy viechny jeji koeficienty a,, jsou nulové. Spoéteme

koeficienty b,

2 73.’1 1 @ e T 71-
by, = —/ ~(m — z)sin nzdx = — ([_Wcos ”‘L] —/ z sin na:da:) =
7 Jo 2 kil n Jo 0

u#iji metodu per partes =

po
! COs NTT Cos m; cOS n:c -
(- /0 o) -
1
T

[ Cos nm] ™ { COS nw sin nr 17 1
—T I —_ —— = —
n 0 T

Podle Dirichletovy véty fada konvergnje pro viechna z € (—m, )

kromé » = 0 k zadané funkei:

f(."f:) _ z sinnnz

n=1

"Priklad 9. Funkd f(r) = 7% — «? rozlozte ve Fourierovu fadu na intervalu

(—m. 7). Najdéte soucty fad:

>

kL

k+l i 1
™ k2
Regeni:
Jde o sudou funkei, tedy vSechny jeji koeficienty b, jsou rovny nule. Spoctu

koeficienty a,,:



y

2.16. Pikiady 43

2.15.5,
-Zapiste Fourierovi: fadu 2w-periodické funkce g definované na intervalu (—n. n] pfedpisem

7 1+sinz, zr€{-m= 0],
' glzy =<
sinx, r € {0, 7).
Navod. VyuiZijle vysledku Prikladu 2.15.3.
Vysledky:
Ponévadi g{x) = sinx + f(x), = € Z, kde f je funkce z Prikladu 2.15.3, je Fourierova Fada funkee g
rovna

1 [(2k ~ 1) 1 2 2 — 1)
3 -i-sm.rmwzsm T ]_—. §+(lm;)am;-—~——zsm[;k — ]

PrikLap 2.15.6.
Nechf f oznaduje 4-periodickou funkei definovanou v intervalu (-2, 2] pfedpisemn

- ze(=20)
f(r}_{:ml, r€ (0,2

a) Vypoététe Fouricrovy koeficieniy funkee f a nadértnéte joji graf v intervalu J = [--4, 8].
b} Zapiste Fourierovu Fadu funkee f a jeji Casteény soudet 39,

¢) Uréete souget s Fourlerovy fady v intervalu J a nafrtnéte jeho grafl

Vysledky:
a)
ay = —1,
9 0. je-lt & sudé,
ag = (—1% ~1] = 4 k€ H,
$ T kA [(=0F =] e jo-li & Jiché,
L2 g2 ‘
2 .
by = A—(_—l)’l‘_l. ket
' i
53]

(Zk—l)w.z: {—I)IIV‘l o kmra
Z(zk—nv COFTTT ”Z T

k=1
4 Eio FEEE & 4 [
— COS — 5 — — — s wTr,
2 T 2 T 2 ki

¢) Rada konverguje pro viechna ¢ € E. Souéet s(z) je roven f(r) pro viechna z € ¥ vyjma &isel
£2, 6, 10, ..., v mehiz je roven nule — viz obr, 24, Specidlng,

r+3, rei-4, =2,

—t, e £ (=2 0]U(2, 4 uU(b, 8§
s(z) = z—1, x£(0, 2},

0, r=-2 2.6

r-hH, a €& (4,8)



