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Teorie

Véta 1 (Polomér mocninné fady). Pro kazdou mocninnou fadu ) 7 an(xz — xo)"
existuje ¢islo p € [0,00] takové, ze Ffada konverguje na mnoziné {x, |z — x| < p} a
diverguje na {z, |z — x¢| > p} (pro & = z9 + p a © = 29 — p nevime nic). Plati:

1
P limsup ¥/|an|’

COZ Se rovna
anp

lim

)

1
lim va,

an+1
pokud limity existuji.
Cislo p se nazyva polomér konvergence dané mocninné fady.

Véta 2. Je-li g € (0, p), pak fada konverguje stejnomérné a absolutné na {z, |x — z¢| <

q}-

Souctem mocninné fady je funkce spojitd na {x, |z — x¢| < p}.

Véta 3. Necht mocninnd fada ) > a,(x —z0)™ s polomérem konvergence p mé soucet
f(x). Pak na (xg — p,zo + p) plati

[e.9]
f(z) = Z nane" !,
n=1

[e o]

/f(x) =2 n(zl s

n=0

Obé maji polomér konvergence p.

Véta 4 (Abelova véta). Nechf mocninnd fada Y o, an(x — 20)™ mé souet f(z) na
intervalu (zg — p,zo + p), kde p je polomér konvergence. Pak tato mocninna rada
konverguje v zp + p < tato mocninna fada konverguje na [zg, z¢ + p] stejnomérné.

V takovém pripadé
e.) oo
n __ : . n
Zanp = x_)l;(r)rip_Zan(x xo)".
n=0 n=0

Véta 5 (Operace s mocninnymi fadami). Necht f(z) = Y07 jan(z — z0)" a g(z) =
> oo bn(z — z0)™ maji kladné poloméry konvergence R; a Rp. Pak

(a) f(z)+g(z) = >0 o(an + bn)(x — o)™, |x — x| < min{R1, Ro},



(b) fx)g(x) = 20202 im0 an—ibi)(x — 20)", |z — wo| < min{Ry, Ry}.
Postup:
1. Vypocet poloméru konvergence
2. Oba krajni body
3. Pro soucet:

(a) "néjak” to se¢tu, obvykle pfes derivaci/integraci + geometrickou fadu
(b) Abelova véta

Hint
(2n)!! - 1 (2n)!! < 1
2n+DI' 7 2n 41’ Cn+1!! " V2n+2
Priklady

1. Najdéte polomér konvergence, vysettete konvergenci (absolutni i neabsolutni) na
hranici a udélejte zavér ohledné stejnomérné konvergence:

(a)
> 2
Sartan
n=1

kde (0 < a < 1)
Reseni: Podle Cauchy-Hadamardova vztahu

1 . 5 .
— = limsup {/|a™’| = limsupa™ =0,
R n—oo n—oo

a tedy R = +o0.

oo :I/‘n
n=1 ﬁ7
kde p € R.
Reseni: Pro kazdé p € R plati
1
lim |—%—| =1,
n—,oo | ————
(n+1)P

tudiz polomér konvergence je vzdy 1.
Chovani na hranici:

Pokud p > 1, pak fada konverguje absolutné na hranici.



Pokud 1 > p > 0, potom fada

n=1 nP ’
konverguje neabsolutné dle Leibnize. Rada
1
>
n=1

diverguje.
Pro p < 0 fada na hranici diverguje.

Rl |
n! n
E 7T,
aTL

n=1
kde (a > 1)
Reseni:
Plati
% a(n+1)2—n2 g2nt+l
R= lim “_ = lim ————— = lim = +00.
n—oo (n+1)! n—00 n-4+1 n—oo n + 1
a(n+1)2
oo
3" —2)"
P P
n
n=1
Reseni:
Plati
nl|3™ —2)n . /11 —-2/3)™ 1
— = limsup M:hmsup& L+ ( /)’:3-723.
n—00 n n—00 Un 1

1
3.
Chovani na hranici: Je tieba vysetiit konvergenci fady

o 3"+ (—2)" (1)”

tudiz polomér konvergence je



V prvnim piipadé mame
3 (2 (1) &1+ (-3)"
Z? (3) _Zf’

n=1 n=1

Wi

coz porovname s fadou b, = 1/n, coz diverguje.

V druhém piipadé ziskame

i3"+(—2)”< 1)” — (- 2"

n

n + n3n’
n=1

Prvni ¢ast konverguje z Leibnize, druhd z d’Alamberta, tedy konverguje.
Absolutni konvergenci jiz vyloucil prvni ptfipad.

(0.9}
> g
27’L

n=1
Reseni:
Jedna se o mocninnou fadu, jejiz koeficienty jsou povétsinou nulové, s vyjimkou
koeficienttt u 2™°. Uvédomte si nyni, ze koeficient 2% je koeficient nikoliv u n-
tého, ale n?-tého ¢lenu této fady! Abychom mohli pouzit vztahy pro vypocet
poloméru konvergence, potfebujeme najit vztah pro n-ty koeficient a,!

Jestlize ale plati

1
p2 = o a koeficienty jsou jinde nulové,
potom
_ kud n = k? &jaké k pii ¢
an = Wi pokud n = k* pro néjaké k prirozené
apb = 0 jinak

Podle Cauchy-Hadamardova vztahu spoc¢teme

1 1\ )
_——= 1 v g 1 —_— = 1 _\/ﬁ.; = 0 =
7 limsup {/|a,| = lim < f) lim 2 2° =1.

n—00 n—oo \ 2vn n—00

Na hranici fada zjevné konverguje absolutné.

= e,
Z(Qn—kl)!!x’

kde n!l =n(n—2)(n—4)....
Resen:



Plati

(2n)!!

s @erDn . 2n+3
R=lm G = i 5 5 =1
(2n+3)!!
Pro konvergneci na hranici vyuzijeme odhadu dokazatelnych indukci
(2n)!! - 1 (2n)!! - 1
2n+ 1! 7~ 2n+1’ Cn+1I T Von+2

7 prvniho odhadu je zfejmé, ze pro x = 1 fada diverguje srovnanim s fadou
> ﬁ 7 druhého odhadu vyplyva, ze pro x = —1 fada konverguje neab-

solutné podle Leibnize. (nutno dokézat monotonii posloupnosti (2(31)1';,,)

i s+ O

Reseni: Plati

% = limsup { [3+(T—Ll)”]" = limsup {/[3 + (—1)"]" = limsup[3+(—1)"] = 4.

n—o0 n—oo n—oo
Tudiz R = 1.
Konvergence na hranici: Vysetiujeme fady
i 3+ (=1"" 1
n 4n
n=1

B+ (=D (=1)"
Z[ +(n )"] (4n)

n=1

Podivame-li se pouze na sudé ¢leny, dostaneme fadu

i 42n 1 1
50 A2 97
= 2n 44" = 2n
ktera diverguje.
Pro liché ¢leny dostaneme
L 92t g =1 1
o 4 142n+1 > on + 1 22n+1’
n=1 n=1
a
ot 22n+1 (_1)n
Z 2n+1 42n+1 )
n=1

které konverguji absolutné.
Sectenim ,liché“ a ,sudé casti“ fady dospivame k zavéru, ze pro a = 0 fada
na hranici diverguje.



[e.e] n

Z ani_ bn’

n=1
kde a > 0, b > 0.
Reseni:
Podle Cauchy-Hadamardova vztahu plati

1 I N 1 . 1 »/max(a™, b") 1
— = limsup {/ = limsu = ,
R PV an on n_mop max(a, b) am™ + b max(a, b)

a tudiz

R = max(a,b).
Na hranici fada diverguje, nebot nespliiuje nutnou podminku konvergence:

lim max(a, b)

n—oo a4+ "

—1#0.

=,
2 @2n)!”

n=1
Reseni:
Je
(nt) (2n 4 2)(2n + 1)
) @n) n n B
S (EEDE = ez
n+2)!

Tudiz polomér konvergence je 4.
Na hranici tedy vySetfujeme fadu

= (nh?
Z 2271))!4

n=1

a

= (2n)!
Pro x = —4 méame:

i (—1)"(n!)2zm4"

o (2n)!
pouzijeme Leibnize a zjistujeme, zda

(n!)24n
n—00 (Zn)‘



jde k 0. Porovname a, a apy1:

an n!nld™(2n + 2)! _(2n+2)2n+1) 4n+2

- - - <1
an+1  (2n)l(n+ D(n+1)4-47 4(n+1)2 dn + 4

Tedy posloupnost a,, je rostouci, prvni ¢len je roven 1, tedy zjevné nejde k
0, tedy fada diverguje v bodé -4. Tedy v bodé 4 také.

Zaveér: rada konverguje na (—4,4).

00 n2
1—|—1 -z’
> (3)

n=1

Reseni: Podle Cauchy-Hadamardova vztahu

1 1\" 1\"
— = limsup { |<1—|—) | = limsup <1+> =e,
R n—o00 n n—o00 n

atedy R=1.

T e

Na hranici tedy vySetiujeme fadu

Plat{ ale

y 1+1n21—1
amtn) e

tudiz fada diverguje, protoze nespliiuje nutnou podminku konvergence a,, —
0. Limitu lze spo¢itat napiiklad takto pomoci Taylorova rozvoje (s vyuzitim
spojitosti exponenciélni funkce):

_ N1 ) 1 o 1
lim (14 — —=lmexp|zln(l1+—) —z| =exp|lim 2°In(1+—- ) —x| =
T—00 €T et T—00 €T T—00 €T

= exp [ lim 22 (1 L + 0(33_2)> — IL‘:| = exp [ lim —% + 0(1)} = /20 — o71/2,

T—00 T 212 T—00

Zaver: tada konverguje na (—1/e,1/e).



i .
n=1 a\/ﬁ
kde a > 0.
Reseni:

Podle Cauchy-Hadamardova vztahu plati

1 1
— —limsup {/ —— = limsupa V"7 = 40 = 1.
R n—>oop CL\/ﬁ n—>oop
Tedy
R=1.

Pokud a > 1, potom fada na hranici konverguje absolutné, coz ze srovnani

‘H

2
. n n—00 0
avn '

9

a

m"_'

n

(Limitu lze spocist napiiklad pouzitim Heineho véty a dvojnasobnym ap-
likovéanim "'Hopitalova pravidla.)

Pokud 0 < a < 1, potom fada na hranici diverguje, nebot nesplituje nutnou
podminku konvergence, a,, # 0.

3 (a b") o,
nm1 N

kde a > 0, b > 0.

Reseni: Mame

Vysetiime dva piipady, nejprve a > b, pak

. n nl2a0" VvOAL
a = lim <hmsup ——I——<hmsup —+—< lim \/— ="a
n—00 n—00 n—o0 n—00 n

P:*
a

analogicky pro a < b:

20™
b= lim \/7<hmsup f+—<hmsup 74_723 lim \/7‘/02“19
oo n—00 n—00 n n—00 n

ng



Tedy p = min{%,% .

Krajni body vysetifme pro oba pifpady zvlast. Radu rozvijime v 0, tedy
krajnf body jsou p = min{%,1}a —p = —min{2, }}.

Necht a > b. Pak néds zajima fada:

(o] n n o0 n (e.)

a b 1 1 b 1
> <n + n2> Pl ) <n+ ann2> = Z;
n=0 n=0 n=0

Pouzijeme porovnéni fad (vse je tu kladné!) a zjistime, ze fada diverguje,
jelikoz je to kladné, tak i v absolutni hodnoté. Druhy krajni bod:

(58 S5 ()

Toto muzeme roztrhnout na 2 konvergentni fady, prvni konverguje z Leib-
nize, druha taktéz. Tedy fada v krajnim bodé —1/a konverguje, ale nikoli
absolutné.

Necht a < b. Pak nds zajim4 fada:

= [a® b\ 1 =/ a" 1
7;(71 +n2) br _7;J<b”n+n2)
Toto opét roztrhneme na 2 fady, prvni konverguje z d’Alembertova kritéria, o
druhé to vime. Tedy roztrzeni bylo korektni (roztrhli jsme na 2 konvergentni
fady), fada konverguje. Dosadime-li nésledné jako krajni bod —1/b, muzeme
rozvnou fici, ze fada konverguje absolutné.

Tim jsme hotovi, jen je tfeba dat pozor na piipad a = b.

2. Derivovanim ¢len po ¢lenu seététe nasledujici fady (uvnitt kruhu konvergence).

3 b
(a) l;_'_?—l_g—i_.“
ReSeni: Oznac¢me
a3 2
f(l’)—af—i-?"i‘g-i-...

Formalnim derivovanim ¢len po ¢lenu dostaneme fadu
T+a?+a2t + ...

coZ je geometricks fada s prvnim ¢élenem 1 a kvocientem z2. Zarovei je to
mocninna fada s koeficienty stiidavé 0 a 1, ma tedy polomér konvergence
roven jedné. Puvodni fada m4 tedy polomér konvergence také roven jedné a
uvniti kruhu konvergence plati

1
") =1+22+2*+... = :
f(x) +x+a + 1.2




Lze ovérit pfimym vypoctem, ze

11 14+ 2\ 1
7n p—
21—z 1—z2’

tudiz L1+
x
=21 1
@) =g, el <
3 b
b - — =+ ...
()ﬂi st
ResSeni: Oznacéme
a3 2

Formalnim derivovanim ¢len po ¢lenu dostaneme fadu
1—2?+24+...

coz je geometrickd fada s prvnim élenem 1 a kvocientem —z2. Zaroven je to
mocninna fada s koeficienty stfidavé 0 a 41, mé tedy polomér konvergence
roven jedné. Puvodni fada m4 tedy polomér konvergence také roven jedné a
uvniti kruhu konvergence plati

1
'#)=1-2+2"+... = :
f(z) x°+ "+ 2
Plati, ze
1
(arctan z) = 152
tudiz
f(z) = arctan =, lz] < 1.

Pozndmka: Vztah plati pro |x| < 1, k tomu je ale zapotiebi lepsi teorie, nez
mdme k dispozici.

3. Integrovénim ¢len po ¢lenu sectéte nasledujici fady (uvniti kruhu konvergence).

(a) o+ 22% +32% + ...
Reseni: Mame secist fadu

i k.
k=1

Podle ,,podilového kritéria®“ mé polomér konvergence jedna. Plati, ze

o o
g kat =z - g kak—1,
k=1 k=1

10



Oznacme
o

o= S -
k=1

Potom na kruhu konvergence plati integrovanim ¢len

k=0

> (k+1)a”

po clenu, ze

v _ €z _ k+1 __ T
fl@)=F'(z), kde  F(z) _Z(kﬂ)kﬂ = a2t = —
k=0 k=0
Odtud vyplyva, ze
/
T l—x+=2 1
- = = 1
/(@) (1—:1:) A2 a—np WM<
a odtud -
K B T

x —42% +92° — 162* + ...

Reseni: Rada méd polomér konvergence jedna, jak plyne z ,podilového

kritéria“. Mame secist radu

Z(—l)k+1k}2$k — 7. Z(—l)k+1k2l’k_l —
k=1 k=1

coz, podle véty o integrovani ¢len po ¢lenu, je rovno

=x- (i(—l)k+1kmk) =x- <1: .

k=1

o0

k=1

a znovu podle véty o integrovéani ¢len po ¢lenu a vztahu pro soucet geomet-

rické rady plati

. ( <§(1)>> e

a nyni zbyva jen spocitat piislusné derivace

:x<x<

(14 2)? —22(1 + x)

1+z)—=2
(14 x)?

X

Z(—l)k+1ka}k_l>/ —

T
1+zx

))-

) = (w5) -

1—2x)

”'( )”(iz;zu(

(1+2)*

11
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() 1-20+2-32%+3- 423+ ...
Reseni: Mame secist fadu

> k(k+ 1),
k=1

Polomér konvergence je jedna, jak plyne z ,podilového kritéria“. Podle véty
o integraci ¢len po ¢lenu plati

ik(k} +1)zb = (i ka:kH) = <x2 . i kxk1> =
k=1 k=1

k=1
oo "N’ " INK 1 ’
_ (.2 k _ (.2 _ (.2 _
(= (2) = (= () = (o) -
k=1
20(1 — )2 +22%(1 —2) 2z — 42 + 223 + 222 — 223 27 <1
— = = €T *
(1 —x)* (1 —x)* (1 =)
4. Najdéte soucet nasledujicich rad.
oo
E(k+1)
() D=
k=1
Reseni:
Jiz vySe jsme spocetli, ze
> 2z
Y k(k+ 12k = 2l < L.
prt (1—-=x)
Dosazenim z = 3 dostaneme
ik(kﬂ) _ 25 g
PR 13 O
e (1=2)°
[e.e]
(-4
(b) Z 3k
k=1
Reseni: Namisto (—1)%/3% budeme psét z* a potom dosadime z = —1.

Sectéme tedy fadu
o0
Z K3k,
k=1

Polomér konvergence je roven jedné. Je

z(;)((;)) ((z))

12



o (o (o (22))) o e ()
wo (o () ) == (o (2255) -

Odvodili jsme, ze

(o]
(1 + 4z + 22
j{:k3xk::4£4;t44;t47, | < 1.
(1—=)t
k=1
Nyni dosazenim = = —% do levé a pravé strany dostaneme

Z <_1)kk,3 — i
3k 128°

oo
k=1

i (=D*

k=1 &

Reseni:

Rada konvegruje podle Leibnizova kritéria. Podle Abelovy véty je

— (-DF = (=D)F
> = lm ) et

k=1 k=1
Oznacme (1)t
flz) = ; ot
Potom na kruhu konvergence plati
oo )kl 1
foy =y -

a tedy

ﬂ@:/&fx:_mu+@+a

pricemz, protoze f(0) =0, je C = 0. Odtud vyplyva, ze

© K
Z( 1 = lim f(z)=—In2.

k r—1—
k=1

13



1
d -
DBy
k=1
Reseni:
Rada je evidentné konvergentni. Lze ji samoziejmé secist elementdrné pomoci

vztahu
1 1 1

kk+1) &k k+1°

Snadno tak dostaneme, ze

N
Zézl_LNﬁ_oo):l
— k(k+1) N+1 '

Nicméné to zkusme Abelovou metodou. Za tim icelem sec¢teme fadu

$k+1

f(x) = WET 1)

M8

e
Il

1

Na kruhu konvergence je
k

flla) ="
k=1

f”(:z:) — ixkfl _ 1
p 1—2’

a proto

f’(x):/ ! dr = —In(l —z) + Cy,

1—=z

pricemz f’(0) = 0, a tedy C; = 0. Nyni integraci per partes (s funkcemi
v =1awv=In(1—xz)) dostaneme

f@)=2z—2In(1 —2)+In(1 —z) + Cy,

opét je ziejmé f(0) = 0, a proto Cy = 0. Nakonec, podle Abelovy véty, plati

ikl — lim f(@)=1—1-n(1) +In(1) = 1.



