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Teorie

Definice 1. Funkce Gama je definována rovnost́ı

Γ(x) =

∫ ∞
0

e−ttx−1dt, x ∈ (0,∞).

Funkce Beta je definována rovnost́ı

B(x, y) =

∫ 1

0
tx−1(1− t)y−1dt, x, y ∈ (0,∞).

Věta 2 (Vlastnosti Γ).

1. Γ(x) > 0

2. Γ(x+ 1) = xΓ(x)

3. Γ(1) = 1

4. Γ(n+ 1) = n!

5. Γ(1
2) =

√
π

Věta 3 (Vlastnosti B).

1. B(x, y) > 0

2. B(x, y) = B(y, x)

3. B(x, y) = Γ(x)Γ(y)
Γ(x+y)

4. Γ(x)Γ(1− x) = π
sin(πx) , x ∈ (0, 1).

Plat́ı:

1.

Γ(x) =

∫ 1

0

(
ln

1

u

)x−1

du

2.

B(x, y) =

∫ ∞
0

tx−1

(1 + t)x+y
dt

3.

B(x, y) =

∫ π
2

0
2(cosϕ)2x−1(sinϕ)2y−1dϕ

Věta 4 (Stirling̊uv vzorec).

Γ(x+ 1) ≈
√

2πx
(x
e

)x
,

speciálně

n! ≈
√

2πn
(n
e

)n
.



Př́ıklady

Ověřte:

1.

Γ(x) = 2

∫ ∞
0

t2x−1e−t
2
dt

Převed’te na funkci Γ nebo B:

1. ∫ 1

0

√
1− u2du

2. ∫ ∞
0
u4e−u

2
du

3. ∫ π/2

0
sin4 u cos2 u du

4. ∫ 2

0

1√
16− u4

du

5. ∫ 1

0

du√
− lnu

6. ∫ π/2

0
sin2n+1 u cos2m+1 udu

7. ∫ ∞
0
ume−au

n
du, x,m, n > 0

8. ∫ ∞
0

ub−1

1 + un
du 0 < b < n , n ∈ N

9. ∫ ∞
0

1

1 + u4
du 0 < b < n , n ∈ N

10. ∫ ∞
−∞

ebu

1 + enu
du 0 < b < n , n ∈ N

11. ∫ ∞
a

e2au−u2du

Hint: 2au− u2 = −(u− a)2 + a2

12. ∫ π/2

0
sin2n udu

13. ∫ π/2

0

√
tg udu

Pomoćı Stirlingova vzorce ukažte, že

1.
n
√
n! ≈ n

e

Hint: Nepadněte do pasti částečného limitěńı

2. (
2n

n

)
≈ 4n√

πn


