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a3 3/ p¥i pouZiti Lebesgueovy vEty byvé vyhodné poloit
glx) = :ggr [.rn(x)[ (kde X Je mnoZina piir. ¥isel)
pro kaZdé x € M. V tomto p¥ipad#é zvolime. X € M pevné a hleddme
sup ]fn(x) | pres mnoZinu viech prirozenych &1sél (anebo alespon
pro viechna n 2 » kde n, je povné piirozend ¥{slo)., Jak po-

0 .
stupovat v tomto prfped$ ukéZeme na piikladech.

POZOR ! = pFi vySetiovdni stejnomErnd konvergence hleddme
[ £4¢x) = £(x)| , kdedto pr4 pouziti Lebesguecvy véty hle-
ddme su £ (x) !
sup | £,(x) |

(/I\ ‘ 4,2. TUkaXte, %g¢ 1lim f——- dx =0 !

” 00

“_/ Pro ka!dé n € N existuje.integrdl jako Riemanndv i Newtondv, ukaZte,

ge / 2ot oax = ;;—(';";_‘i‘)— ; odkud plyne twvrzeni.

L4 7
2/ Vyuzi jte té% odhadu oéfﬂ ax & f—}l—- ax S 3.
r

n
3/ Pou¥ijte vEtu 20 :

a/ limitni funkce f£{x) = lim ﬁn =0 pro kadé x € (o,1) ,
L L d o

g‘/gf: b/ xt-l =20 na intarvalu (0 1) (zejmd O= ﬂ =2 3 )
—y 4
tedy 11m fﬂ ﬂx‘f}ilgﬂdx )/de==0.

(Jako cvic‘.on:t ukazte, 2¢O = -%- 1),

4/ PouZijte leviho vitu: . ,
o/ & €L(o,y) POk nEN (rov T,

xn
vy £ ‘& pro kazdé -x € (0,1) aka¥dé ne N .

DokaZte posledni nerovnost p¥imo anebo pouZitim tvrzeni, ¥e pro
libovolné x €(0,1) Jo funkce ¢ (z) = 5 JakoZto funkce 2
klesajlel v intervalu (1, + 00 ),
g-_a_‘_)_._ 5/ Pou¥ijte Lebeagueovu vitu:

Hledéme funkcl g tak, sby g 6.‘8(0 y) © byla spl.néna nerovnost

'ﬂl S g(x) provlechna n € N a vdechna x € (0,1), staﬁi zfe jmé

polofit /g = ] [na intervalu (0,1).

Zkuame spolitat aup 3:-;- pro x €(0,1)

{ tim vlaatnd doetaneme ne jlep3{ odhad), je viddt, Ze aup ﬂr; ® x

pro x € (0,1), staéi tedy poloZit v Lebesgueovd vitd g(:) =x na

(o,1)._]|



SetPovall supremum pf‘.s monofinu vdech piirozenych ifsel N y vyBetio-
vall jeme vlastnd supremun ples mnoXinu viech redlnych &fsel v inter-
valu ¢ 1, +% ) (podrotmé rosmyslete !). Kdyby tedy vydlo _[ G =

= +00 , gtéle by mohlo byt f'g"(-i- o
Vie ndsledujici obrdzek:

NS¢ i

o
~f
[}

Obrdzek 8.4

5/ Ukaite, %e nelze pFimo poulit Leviho vitu . |

f’I{zT.x ' ‘ | ‘o

2::2 dx = 0 ¢

4,4. Doka¥te, %e lim
x->00 1

1/ Ovdfte piingm vypoitem.
2/ VyuZijte odhadu

3 7 ‘ % 7
Oﬁnr‘/lmgzzdzﬁni-(fxd:i-[:};dx)-

+ 1 log n
= (gE TR
3/ UkaZte, Ze posloupnoat % nekonverguje stejnom¥rn® k nule v inter—
itn )

valu (0,1) Jest

E‘--m{m@;-?}.

0"‘ " .Xg}lb?i) 1+nex?

1+n
LCB 4/ Ukazte, %o jsou splnény pFedpoklady Lebesgusovy vity, Jest
) +
s —ﬂx-é- = . . —J— } =
REW 1uns? bz PN {1+z oS 4Vx
+

" 3
i e d

7T A
@ 4,5. Ukaite, Ze ul_’i‘l: _ ;:;2—:.' dx = O




Lol

ﬂT/ UkaZte, Ze —xn— l—):’( pPro n —» + 0 na intervalu (0,1),
14220 —_—

ale nekonvergujl tam stejnomirnd.
Posledni tvrzeni dolkaite

a8/ tin, e ukéhZets 0‘n ='%

b/ podrobné z néaledu:jiciéh vztahd:

x 1 - x>
Mn ety f #o-ns Qu 1,,,an> !

2/ Poulijte Lebesgusovu vitu!
»rychly”, ale "hruby® odhad ddvé \0 =

anebo "lep¥i* odhad 0 = Iﬁi ;:5— pro x €(0,1) , neN.

: 3/ Pouzljte Leviho vétu . ||

S v (0,1)

O 4,6- DOkBEtE, % lim a/.
$ Ao

@ n
dx = 0 !
1+x2

LA 1

Lew

“_1/ Vyulijte odhadu

3/ Uke%te, %e posloupnost irg-n- nekonverguje k f stejnomérnd v inter-

valu (0, +00 )
(vyuZijte visledku = 'p'i‘;- 4,5 anebo neapcjltosts funkece £ !)

. x
Kdyby nicméns bylo =5 =3 ¢ v(0, + % ), pemohli bychom stejn¥
1+x
pouZit vdtu 20 (prod? ).

4/ Poulijte Lebeagusovu vétu, vylde

glx) = 1+x 1j 8¢ X0, m) ) :
(jo okamiitd vidét, Ze fl =+ 00 ), omezme ge proto na nZ 2 ,

n

otom =&
P ”élg 1+x2n

1+x4 e z (0,+00)

Vie si podrobné rozmyslete a provedte !
5/ FouZi jte leviho vitul |

4,7. DokaZte, Ze limf = 1

o dx

> 2 (1 "')ﬁt)n ’ n’/x

-73_



’ 00
/.eB | WL].;"Q m, /e"xdx=_:l_..

2/ UkaZte, Ze platf:

, 1 1 { ¢
€N ; €(0,1) = = = ’—ﬁ
. n X £ (Y.t .x)n n W [ﬁ ]
n

(1'.'5 a =X
nZ22, x€(Q,+00) = nln £ a+d =
A
(1+;—:). ¥V ox
k3 -1 ) -]
= [;—;(3) ] (:':)d] P [%n (n-1) —’i ] 5[—4;2-7
- .. —__\
Polofime~1i tedy g{x) ="—,_]-'- pro x €(0,1) , glx) = ":"cz'
X

pro x € (I,+00 ) , jest g € 2(0+WJ {odivodnéte ! ) a miZeme
4
poutft Lebesgneovu vétu . ||

@ - 7 log(x+n) -x
4,8, Dokaite, Ze 1lim f ———————— g © gos x dx = 0 !
n

Leb |

“ 1/ timitn{ funkce je rovna nule na (0, +00 ).
2/ PouZi jte Lebesgueovu vitu a vyufijte vztahi:

log (x+n) x+n

a/ne€N, x€(0, +00 ) = = <T£1+x

b/ e (1+x) € L) o) |-

Ao
)- \D 4,9. Bud 0 < A ¢ +00 , potom 1lim &F—— dx =0 .
e @ Y fang

(Q [ Pouts jte Lebesgueovu 1 Leviho. vyuZi jte vztahu
x €M , n€N 328 Tl .
linx (a"”._‘“

Ne vidy Je pravda, Ze

fﬁ—*f na Il""’./lfn—-)‘/‘f
L 4 4

Uvedme piiklady

4,10.| Definujme pro kaZdé n € N funkei I, na {0,1) takto:

rn(x) = n sin (Fnx) pro x G(O,%) ’
£(x) =0 pro x €<}, 1),

Potom a/ rn-—bO v (0,15,

4 s
2
b/"/‘rn-?' 'limfnﬂo.

MiZe byt f£,=30 v <0,1> 7

- T4 =



n-l_/Uh.‘!ta, Ze —)-‘n—-n- [-—)o P n —3 + o0 na intervaiu (0,1),
1+

_—
ale nekonvergujf{ tam ste fnomEpns,
Posledn{ tvrzeng dokaite
a/ tim, %o ukdZete 0‘n --'%

b/ podrobnE 3 n&sledujiciéh vztamy:

x?
8 WRLE o omam G2

LE\Q 2/ PouZi jte Lebesgusovu vity:
"rychly”, ale *hrub¥”* odhag ddv4

08 =

A
<
——
O
|-l'

1+x2n

jl— —ﬁ— pro xE(Ol),neN.

anebe “lep¥i® odhad o £

' 3/ Poulijte Levino vétu . |

® n

X
; L«I»,IS. DokaﬁtE, Ze linm "'?n" dx = 0 ¢
9

-
"—1/ Vyu2ijte odhaay

s

/ UkaZte, Za po loupnost

3/ Ukazte, pPosloupnoe l_h-;}z nekonverguje k¥ ¢ ste jnondrnd v inter.
valu (0, +00 )
(vyuzijte vyslediu 2 P¥. 4,5 anebo nespojitosti funkee £ 0
Kdyby niemén¥ byro = v(0, + 00 ) ¢ Remohll bychom ste jns

l+x
pouZit vity 20 (prog? ),
J-Q\C) 4/ PouZi jte Lebesgueovn vétu, vyjde
B A

g(x) = L Ry 1+ 1o ' WY g g“c{oﬁm) ‘

( jo okarii t& vidét, ée £ =+ oo }, omezme ge Protona ng 2,
_.2!'.. - ._._ '

potonm sup 1"’ = 1+x4 & 2(““,)

V8e &i podrobne To2nyelete a pProvedte |
5/ FouZi jte Leviho vétu!_ﬂ
oo dx

f 4,7. DokaXte, 3o 14p f = !
T ey Vx

I
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o
2.6‘:) . ﬂl_/[‘]j'ii% m, f°-x“=l-

2/ UkaZte, Ze platf:

€N €(0,1) = = S - = 1(' ﬁ
n . § -
. ' (1+%)n. n‘/x n'/x' J x ’
1 -n
n&22, x€(1,+00) = = S (1+5 =
n
1+ ./ x

PoloZime~1i tedy g(x) ='/—-1_- pro x €(0,1) , g{x) =
. x

0 1yt 00 est e ¥ (odfvodn&te ! ) a miZeme
pro x € (X, Y 5 Jest & (0,40) ‘
pouzit Lebesgueovu vitu . |

@ : 7 loglx+n) -
4,8. DokaZte, Ze 1lim f ¢ “cosxdx =0!

Leb

“ 1/ Limitn{ funkce Jje rovna nule ne (0, +00).
2/ Pouli jte Lebesgueovu vitu a vyufijte vztahi:

log (x+n)
n

xX+n

a/ n€N, x€{(0, +t0 ) = <--n—51+x

b e (L) € Loy |-

n-+00

T
L k 4,9. Bud OC A ¢ + s potom 1lim 2 dx =0 .
e’ D 1+nx

@ [ Pouzi jte Lebesgueovu 1 Leviho vyu#i jte vztahu
3 < 3)

x €(0A) , n €N =[5 Xl g ,
l+nx ' ﬁ”“).""‘"
Ne vidy Jje pravda, fe

rﬁ—’r na l—)‘ffn——)/f
~ Ve d

Uvedme priklady

4,10.| Dafinujme pro kaZ¥déd n € N funkei rn na {0,1) takte:

fn(x) = n ain (¥ nx) pPro x E(‘O,%) ’
£(x) =0 pro x €<, 1>,

Potom a/ f£.-320 v (0,1,

C 4 7
2
b/b/-fn-?. ':umfn.o.

Mife byt £ =30 v <0,1> *?



Podle Leviho v&ty (provédd&jte vie podrobnd !) jest

F ¥
1lim / dx = /——-—-—-—— a
a+7. 4 log(a -sinx) 4 log{l-ginx)
posledni integrdl je roven - 00 ., ||

Lze v tomto pfikladid téZ uZft Lebeggueovu vitu?

‘ ~kx ina
4,20. Ukalte, 2o lim [ e <%, SiDax

k>+00 Y0 x 1

dx = O pro libovolnd a €.E. 1

"—Z—volte poaloupnost ky o kn> o, kn/. + 00 , UkaZte, Ze posloupnost funkef
uk" .ﬁiggx neni monotonni v intervalu (0,+o ), ‘nelze tedy uzit
p¥imo Leviho v&tu.

ZPe jmé viak plati

—knx sinax ~kyx | |
[ | g ok lamal e g
tedy Lebesgueova véta déva

o
Ky X sinax -kyx sinax :
1i * d""ﬁm e Z——ax= /oax=0.
ﬂ-afloo ‘[ 7400 x [.

Priklady tohoto druhu vdak nemusime vZdy Fesit automaticky pomoci Leviho
&l Lebesgueovy v&ty, leckdy miZfeme postupovat pHimo.

Ke pf‘ikladu, poloZime-1i C(a) = max ginaxl pro a € E, ,
Xefo400) X 3
Jest 0
- =kx C{a
o KX sinax sinax ax S c(a) fe dx = ) ,
x A k
odkud anadno plyrie nase tvrzeni ;U
4,21. DokaZte, Ze f o !
a-» +0
ﬁ___ ' -0X
oo .
1/ Uka%te, %e = € L) € X €0+ )

2/ pouZijte Lebesgueovu i Leviho v&tu ’
3/ wvyufijte téZ odhadu

o0
05‘/‘ £fe—dx
[}

R|=
L

1+x

o0
: n
4,22. Dokaite, Ze 1lim fe"” ax = 1 !
n =00 (4

" 1/ Pou2i jte Lebesgueovu v&tu a vztshu
R
nZ1, x€0,00 ) = ¢ 56D € Ly, 0 5

-79—



kde @(x) =1 pro x €(0,1> , @G(x) =o™"
pro x € (1,+00 ) ,
2/ poufijte Leviho v&tu - tuto nemiZete pouit primo na cely interval
(0,+% ), ale lehko ji lze aplikovat zvl43t& na intervaly (0,1)
a (1l,+00 ), zitejmd
1

. o0
-x® -x"
1im fe *Ta=1, 1a fe ax = o, |l

7 -» 00 2 n->0 %

4,23,| ReSte ndsledujici pfiklady .

1/ Zkoume jte, zda lze provést limitni pifechod za integranim znamenim
v ndsledujicich piikladech (tj. zkoumejte, zda plati

lim £ = 1im if :
M 2o D n-nu”fn)

a/ f (x) =1 pro x € (n,+0) , £ (x}y =0
Jinde v El y M=E, ,
n°x(1 - 0 , M=<0,1),

-n¥®

nx s M = (0,1) y

v/ .f'n( x)

e/ fn(x)

d/ £, (x) = nx e"m"'2 s M= (0,1) , (1,+400) , (0,+00)

2/ Spoditejte ndsledujfef limity:
[

o0
a/ 1lim fe"ﬂgj_nxdx,nm fe-ﬂcosxdx,
. Yo+ 12,'_1 Yo+t
b/ 1lim 4 ax ,




