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Teorie

Věta 1 (Záměna limity a integrálu 1). Necht’ {fn} je posloupnost spojitých funkćı na
intervalu [a, b), konverguj́ıćı na tomto intervalu bodově. Jestliže má posloupnost {fn}
integrovatelnou majorantu na [a, b), pak

lim
n→∞

∫ b

a
fn(x) dx =

∫ b

a
lim
n→∞

fn(x) dx.

Věta 2 (Záměna limity a integrálu 2). Necht’ {f} je spojitá funkce na intervalu [a, b)×
M . Má-li f(x, y) integrovatelnou majorantu na [a, b) vzhledem k y ∈ M , pak pro
y0 ∈ M̄ plat́ı

lim
y→y0

∫ b

a
f(x, y) dx =

∫ b

a
lim
y→y0

f(x, y) dx.

Věta 3 (Spojitost integrálu s parametrem). Necht’ {f} je spojitá funkce na intervalu

[a, b)× J a integrál
∫ b
a f(x, y) dx existuje pro každé y ∈ J .

1. Má-li f(x, y) integrovatelnou majorantu na [a, b) vzhledem k y ∈ M , pak

funkce
∫ b
a f(x, y) dx je na J spojitá.

2. Necht’ f je omezená spojitá funkce definovaná na omezeném intervalu I × J .
Pak funkce

∫ b
a f(x, y) dx je na J spojitá.

Věta 4. Funkce f je spojitá v intervalu (p, q) právě tehdy, když je spojitá v každém
intervalu [p0, q0] ⊂ (p, q).

Funkce f je spojitá v intervalu (p, q) právě tehdy, když je spojitá v každém intervalu
(p0, q0] ⊂ (p, q).

Funkce f je spojitá v intervalu (p, q) právě tehdy, když je spojitá v každém intervalu
[p0, q0) ⊂ (p, q).

Pro intervaly (a, b] věty plat́ı taky.

Př́ıklady

Změňte pořad́ı integrace

1. ∫ 2

0

∫ 2x

x
f(x, y)dy dx

2. ∫ 2

−6

∫ 2−x

−1+x2/4
f(x, y)dy dx

3. ∫ 1

0

∫ x2

x3
f(x, y)dy dx

4. ∫ e

1

∫ lnx

0
f(x, y)dy dx



5. ∫ 2π

0

∫ sinx

0
f(x, y)dy dx

1.

lim
n→∞

∫ 1

0

xn

n
dx

2.

lim
n→∞

∫ 1

0

xn

1 + x2n
dx

3. Volte majorantu až pro n ≥ 2,

lim
n→∞

∫ ∞
0

xn

1 + x2n
dx

4.

lim
n→∞

∫ A

0

ex
3

1 + nx
dx 0 < A <∞

5. Použijte odhad ln(x+n)
n < x+n

n ≤ (1+
x)

lim
n→∞

∫ ∞
0

ln(x + n)

n
e−x cosx dx

6.

lim
n→∞

∫ ∞
0

e−nx
sin ax

x
dx a ∈ R

7.

lim
n→∞

∫ ∞
0

e−x
n

dx

8.

lim
n→∞

∫ ∞
0

dx

(1 + x
n)n · n

√
x

1. Ukažte, že funkce F

F (y) =

∫ ∞
0

e−yx

1 + x2
dx,

je spojitá v intervalu [0,∞) a určete

lim
y→∞

F (y).

2. Ukažte, že funkce F

F (y) =

∫ ∞
0

xy−1

1 + x
dx,

je spojitá v intervalu (0, 1).

3. Určete
lim
a→0+

F (a),

kde

F (y) =

∫ π

0

ln(1 + y sinx)

x
dx,

y ∈ (0,∞).

4. Ukažte, že funkce F

F (y) =

∫ ∞
0

ln(1 + y2x2)

x2
dx,

je spojitá v intervalu (−∞,∞).
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5. Určete
lim
a→0+

F (a),

kde

F (y) =

∫ 1

0

yx
2+1

x2 + 1
dx,

y ∈ (0,∞).

6. Ukažte, že funkce F

F (y) =

∫ ∞
0

xy−1e−x dx,

(tzv. Gamma funkce) je spojitá v intervalu (0,∞).

7. Ukažte, že funkce F

F (y) =

∫ ∞
0

x

2 + xy
dx,

je spojitá v intervalu (2,∞).

8. Ukažte, že funkce F

F (y) =

∫ ∞
1
2

cosx

xy
dx,

je spojitá v intervalu (1,∞).

9. Ukažte, že funkce F

F (y) =

∫ 1

0
sgn(x− y) dx,

je spojitá v intervalu (−∞,∞).
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