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Obr. 7T

—_
Reseni: Tleso, jeho objem méme nalézt, je édst rotadéniho vélee nréeného Fidicd
kruZnici 22 + 42 = 2 + y, zdola ohranieného rovinon z = 0 a shora rovinou
z =14y {Obr.8)

Jak vime jiz z piikladu 1.11, je objem takového télesa ¢iselné roven hodnoté
dvojného integralu [(z +y)dA, kde
M

M={(x.y)eR * vy’ <+ y} .
Dopluénim na &verce a dpravou miiZeme podminku @2 4 ¢ < x -y upravit na
tvar

5 (:;;_%)?4, ('y—%)gié.

Z {5) je ziejmé, ze mnozina M je kruh se stfedem v bodé (1/2,1/2) a polomérem

V272 (Obr. 9).

—
it
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Obr. 9

Dvojny integral [(x - y)dA budeme opdt pocitat pomoei substituce do po-
M - -
larnich soufadnic. (Tato substituce pfevadi integraci pfes kruh na integraci ptes

dvojrozmérny interval.) V naSem piipadé v3ak , posuneme” téleso tak. aby stied
fidiei kruZnoice byl podatek. Toho dosdhneme tak, Ze substituci do polarnich sou-
fadnic budeme volit ve tvaru

1 1
(6) Z=g b reosg y=okrsing aJer

Dosazenim do {5) dostaneme

2
0< (-3 +y-5) <4

o 2
0< (L +rcosd— %)2 4+ (3 +rsing— )" < 4,
0<r<¥2
Pro ¢ jsme nedostali Zadnou omeznujici podminku, je tedy 0 < ¢ < 27, Potom
D VIQ,"'Q
/ (z+y)dA = f (r & r*(cos ¢ + sing)) drdg =
M 00
o 2 g3 r=/3/2
/ e "*}-‘ r—((‘:t'):‘;(,b “‘i‘ Sin (},7) d(f) o
2 3 r={
D

n
1 V2 ”
— 4 ——(ros ¢ -+ si ldh = — .

](rl F 15 (cos ¢ -+ sing) | deb 5

0

Pfi podéitani objemu jsme mohli misto substituce pomoci . posunulych® poldr-
nich soufaduic (6) pouzit substituci (4). Dosazenin (4) do podminky #*4y* < z+y



PRIKLADY K MATEMATICE 3 - VICENASOBNE INTECRALY 13

postupné dostaneme

0 < r?{cos® & + sin® @) < r{cos ¢ -+ sin ¢),
0 <r < (cos¢+sing).

Z podminky 0 <+ < cos ¢+ sin g pak plyne -3 < ¢ < "’T" Odtud

37/, cusdebsing
/('r +y)dd = / ( / (r*(cos ¢ + sing)) dr | d¢ =
M —n/4 0
4x/4
-3 / (cos ¢+ sin @) dep = g .
/4

V tomto piipadé je vBak vipodet posledniho integralu sloZitéisl nef pii substituei

(6).

-~

™
1)

"

9,9
i : l iy
....... Pt 1R
=! -0, 5 3 Q0,9
3
-0, .
_ ) \
Obr. 10

Priklad 1.26. Vypodilejme cbsah mnoding M, kterd je chranicend lemniskdtou
{22 + )2 = 2 —y? (Clr. 10).

Reseni: Pro obsah mnoziny M plati
uir) = [ a4

M
kde v nagem pfipadé je

M={(z,y) e B: (" +4°)* < 2* -’}

Z rovnice lemniskaty je vidét. Ze tato kiivka je symetricka podle osy x 1 podle
osy ¥ (je sudd v obou proménnych). Pfi vypottu obsahu plochy ohranidené touto



T =TCcosy 0<r<
<

// ln(1+x2+y2)dxdy: y=rsing | %5«,0
D
J .

=r

3n/2 : 3m/2 a : 1+r2=¢t
=/ / In(1+7%) -rdrdp = / do- 1n(1+r2)rdr=[ }:

/2 0 2rdr =dt

o
3
n

1 1+a? 1+a2
=7r.§./l lntdt—z[tlnt—t] g((1+q2)ln(1+a2)+l).
‘ ]
Priklad 303. / / z3 dz dy, kde D je mnozina ohranicena kiivkami zy = 1, zy =3,
D
y= % y = 22”.
Resent :
y \ yr2x? 2yms?
' TY=1u -
Pouzijeme transformaci { y . Potom mnozina D
2
=3 bude mit vyjadieni 1< u <3, l <v<2
xy=1 2
[0

Nyni spoéitdme z a y pomoci u a v a déle Jakobidn

u u /
y=;,y=vx2, x—vx — z° -—-—, x—\/é—>y—v \/qu,
1 1

dr Oy lu_gv_% 1% -4
_|du du|_|3 “3" 12 a1
T=1o0 o | 7| 2,4, L1790 T80 T3 -
v Ov 3 3 ’

Uzitim véty o substituci dostaneme

[ ea= [ sy [ [P35 (o1 -
13

—3—42 ]

Priklad 304. //(2x—y)d:vd_y, D:z+y=1,z+y=4,y=2z, y=>52
D

Resent
y
y=5x ,
yox Nejvhodnéjsi substituce bude nésledujici
TH+y=1u
Yy ’ 1§US4,1$1)55
X Z =9
xﬂ\_l x+y=4 1’
= u 1 —u
1+v 1+v (1+0v)? u uv Uu
P J = = -+ — .
otom _ uv ) v u (1 + ,U)a (1 + ,U)g (1 + v)2 :)é ’
Y= 1% 1+v (1+4v)?



8 Iheiny u trojry inteqril 55

uzili jsme substituci w = cost, a tedy  dw = —sintdt ,

Na zavér uvedeme piiklady na uzit sférickyeh (kulovych) soufadnic pro vypoéet trojného integribu.

$: g rcostsing

Yy — rsinfsins 0<r, 0t 2m, 0<s< T,
2T = TCOS 8
Protoze
cos fsin g sinfsin s Cos 8
dot D® = dot | ~rsintsins  reostsins 0 = rising
reosd stns rsinfcost --rsins
dostaneme

/[/ fzy. zydedyds — //f f(rcostsins, rsintsing,rcoss) - r2sinsdrdtds .
S q S e

Pozmamencime, %e v ndékterych uéebnidch se nZivi odlifuy tvar slérickyeh souiadnic

P xe=reosicoss
Yy = rsintcoss 0<r 0t < 2w, -
Z == rsis

$ 55

N%zi
K

pak oviem vychidzi det De = r?coss.
“Priklad 8.17:
Vypoéitejte trojny integral

[//\/2 da"dyd? ckde Q= {|my. 2 1<2? + ¢ +2°<9, 220, >0, 220,}.
T (
Feeni:

Prevedeme do slérickgeh soufadnic. Prvni podminka vymezujici mnozing € ném dava 1 < r < 3, z dalich t#
podminck dostdvime 0 < < § a0 < s <%, neboli €77(€2) = (1,3) x (0, #) % {0, T}. Dosadime a vypoéleme

/ / / — g Addydz / / / ek 2 sin s dr dt s =
Vit +y° LR (0. 3% (0.3) Vr2cos? Esin® s - 72 sin® {sin® &

: = 1.3
= / rdr - / 1dt- / cossds = l—] if]n [sins)i = ~;«S~«7r,
[} ] 3 .

Fiklad 8.18:
Vypodéitejte trojny integral

// (@ + y*)zdedydz  kde Q= {|z.y, 2l 1<2? 47 +22 <4, 224y <22 220}
JJo
reSeni:

Ptevedeme do sférickych soufadnic. Prvni podminka vymezujici mnoZinu @ nam déavd 1 < r < 2. Z druhé

podminky dostaneme 2 sin? s < r? cos? s, neboli tgs €1, 0% spolu s ifeli podiminkou dava 0 € s € F I-Na

proménnou ¢ neni kladen Zidny poZadavek, a tedy ¢ 1(!2) = (1,2) x {0,2m) » {0, §}. Dosadime a vypoctcmc

f// 4 r;z)f thrdyds — /// (7'2 cos? £5in® 5 + »2 sin? £sin? .'i) creoss-rfsinsdrdt ds -
{1,2) = (0. 27y {0, 1)

s . 3 2 2w T, 21
- /f/ r° sin scosgdrdtdsw/ rsdr-/ ldt-/ sin“scossds — —7r.
FI T ey s 0,3 i Ju Ju 4
LT SRR i —

e 21 =27 1
L F] 4
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56 Frantisck Musna: Resend piikledy = Matematiky T,

—

Livedeme vipodet tietiho integrdalu (ostatni json ziejmé)
N V3

£, ¢ w1 %
f sin® scos s ds = / w’ din — —} —-=
o il 4 Jy 4

wiili jsme substitucl w = sing, atedy  dw=cossds, 0 0Oa J 3'2—2 .

St

Ptiklad 8.19:

nomérné, ncboli hustota je konstatni gz, ) = 1.
feSeni:
Nejprve vyjadfime jednotlivé &isti hranice 2 pomoci funk&nich vztahii

1 1
Y= 4-1 (L. kvadrant) Y= 1 {2 kvadrant)

3 3
Y=g 3 (3. kvadrant) Y= gE 3 {4 kvadranl) .

e

ProtoZe dtvar na obrazkun je symetricky podle osy y, prvni soufadnice (3Zi#té jo
gfejimé nulovi myp == 0,
Pro vypodet druhé soufadnice budeme potfebovat dvojné integrily

e = / [ Y elwdy = 2 / / lidedy , a M, = / / y daedy = ] ] ydady 1 / / ydrdy
Q o, 0 VN i1

prvi integral vyjadfuje hmotnost, druhy tzv. staticky moment. Pfevedeme tedy dvojng integral na dvojnisobny

pomoci Fubiniovy véty a dopoditame
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Trojny integral

kele

r20, te{l2n) (popf [€ {~m ) nebol € (o a+27) pro a € R)

a z"elR

LY 2Z)

Jacobidn tohoto zobrazeni je

cost -—rsint 0
J(r,t.2") = sint  rcost 0 =7 (cos’t+sin’f) =7
0 { 1

Poznamka 2.20. Substituci do cylindrickych soutadnic zpravidla pouzivime. po-
kud hranice plidorysu télesa Q, pfes které integrujeme. obsahuje édsti kruZnic. Sa-
mozicjmé, Ze vhodnost ¢ nevhodnost substituce ovliviiuje také samotna integrovand
funkce.

Piiklad 2.21. Vypodtite integrdl [ = [[f (2* + y*) zdx dy dz, kde
Q

D={(r.y.2) e R 24 y* ST A 220A " +y* + 2 & 4} .

Reseni. Mnozina Q je vilee ,sefiznuty® shora kulovou plochou.

Zavedeme-11 valcové soufadnice

& =roeost,

y =rsinl,

Z =z,



2.3 Trojny infegral na métitelné mnoZing

59

obdrzime omezeni

Podle véty 2.18 tedy plati
]/ (r*costt + 1 sin t)z rdrdtdz,

kde

Mr,,zz{(r_.t,z)ER:‘: 0S+<1A0SES 2T A ugzg\/r_r?}.

Uzijeane-li nyni Fubiniovy véty (2.10 a 1.22), dostaneme

)

2 1 4- n

! = / / / {rleos’t+rsin't) z - rdz  dt | dr=

0

=/ {cos*t+sin'¢) dt - / / zdz\\ dr:/(cos"‘t—l—sin“t) dt-
| )}

0 0



