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Teorie

Definice 1 (Regulárńı zobrazeńı v prostoru). Na otevřené množině G jsou definovány
funkce x = ϕ(u, v, w), y = ψ(u, v, w), z = τ(u, v, w), které maj́ı následuj́ıćı vlastnosti:

1. Funkce ϕ,ψ, τ maj́ı spojité parciálńı derivace na G.
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∣∣∣∣∣∣
je v každém bodě G nenulový.

3. Funkce Φ = (ϕ,ψ, τ) : G→ R3 je prostá.

Zobrazeńı Φ splňuj́ıćı předchoźı vlastnosti se nazývá regulárńı a zobrazuje G na
otevřenou množinu. Uvedený determinant je Jacobiho determinant nebo Jacobián a
znač́ı se J(ϕ,ψ, τ).

Věta 2 (Věta o substituci). Necht’ (ϕ,ψ, τ) je regulárńı zobrazeńı otevřené množiny G
na otevřenou množinu H a f je spojité absolutně integrovatelné zobrazeńı na H. Potom∫

H
f(x, y, z) dxdydz

=

∫
G
f(ϕ(u, v, w), ψ(u, v, w), τ(u, v, w))|J(ϕ,ψ, τ)|dudvdw ,

má-li jedna strana smysl.

Postup výpočt̊u: ∫
M
f(x) dx

1. volba substituce

2. ověřeńı předpoklad̊u věty (hlavně regularita)

3. výpočet Jϕ

4. určeńı φ−1(M)

5. výpočet integrálu ∫
ϕ−1(M)

f(ϕ(t))|Jϕ(t)|dt
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Př́ıklady

1. Spočtěte objem tělesa, které je ohraničeno plochami x2 + y2 = x+ y, z = x+ y a
z = 0.

2. Spočtěte ∫
M
x3 dxdy,

kde M je množina ohraničená křivkami xy = 1, xy = 3, y = x2/2, y = 2x2.

Spočtěte

1. ∫
M

z√
x2 + y2

dA

kde M := {[x, y, z] ∈ R3; 1 ≤ x2 + y2 + z2 ≤ 9;x, y, z ≥ 0}
osminka koule, sférické

2. ∫
M

(x2 + y2)zdA

kde M := {[x, y, z] ∈ R3; 1 ≤ x2 + y2 + z2 ≤ 4, x2 + y2 ≤ z2, z ≥ 0}
kužel, sférické

3. ∫
M

(x4 + y4)zdA

kde M := {[x, y, z] ∈ R3;x2 + y2 ≤ 1, z ≥ 0, x2 + y2 + z2 ≤ 4}
válec v kouli, válcové

4. ∫
M
zdA

kde M := {[x, y, z] ∈ R3; x
2

4 + y2

9 + z2 ≤ 2z}
elipsoid, sférické s posunut́ım

5. Spočtěte objem tělesa ohraničeného plochou (anuloid - torus) kde M := {[x, y, z] ∈
R3; (

√
x2 + y2 − a)2 + z2 = b2}, 0 < b < a.

anuloid, cylindrické

6. Spočtěte objem tělesa určeného vztahy

M := {[x, y, z] ∈ R3;x2 + y2 + z2 ≤ 16;x2 + y2 ≤ 4y}

Vivianiho okénko, cylindrické
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7. ∫
M

√
x2 + y2dA

kde M := {[x, y, z] ∈ R3;x2 + y2 ≤ z ≤ 1}
paraboloid

8. ∫
M
x2 + y2 + z2dA

kde M := {[x, y, z] ∈ R3;x2 + y2 + z2 ≤ 2az, x2 + y2 ≤ 3z2}
kužel, sférické

9. Spočtěte mı́ru množiny M kde M := {[x, y, z] ∈ R3;−1 < x < 1, z > 0, y2 + z2 ≤
1}
položený válec

10. ∫
M
zdA

kde M := {[x, y, z] ∈ R3; 0 ≤ z ≤ 4− 2
√
x2 + y2}

kužel na podlaze

11. Spočtěte objem tělesa určeného vztahy kde M := {[x, y, z] ∈ R3;x2 + y2 ≤ z2, 1 ≤
x2 + y2 + z2 ≤ 4, z ≥ 0}
muffin, sférické

12. Spočtěte objem tělesa určeného vztahy M := {[x, y, z] ∈ R3;
√
x2 + y2 ≤ z ≤

6− (x2 + y2)}
kornout se zmrzlinou
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