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Teorie

Definice 1 (Integrál funkce dvou proměnných). Necht’ je dána funkce f(x, y) definovaná
na množině A v rovině, jej́ıž projekce na osy souřadnic lež́ı v intervalech J,K resp. Pro
každé x ∈ J (nebo y ∈ K) označ́ıme Ax = {y ∈ R; (x, y) ∈ A}, resp. By = {x ∈
R; (x, y) ∈ A}.

Definujeme∫
A
f(x, y)dy dx=

∫
J

(∫
Ax

f(x, y)dy
)

dx ,

∫
A
f(x, y) dxdy=

∫
J

(∫
By

f(x, y) dx
)
dy ,

pokud maj́ı pravé strany smysl.

Pokud je
∫
A f(x, y)dy dx vlastńı č́ıslo, ř́ıkáme, že

∫
A f(x, y)dy dx konverguje nebo že

funkce f je na A integrovatelná.
Pokud je

∫
A |f(x, y)|dy dx vlastńı č́ıslo, ř́ıkáme, že

∫
A f(x, y)dy dx absolutně konver-

guje nebo že funkce f je na A absolutně integrovatelná.

Věta 2 (Základńı vlastnosti integrálu). 1. Integrál funkćı dvou proměnných je lineárńı,
tj. ∫

A
(αf(x, y) + βg(x, y))dy dx = α

∫
A
f(x, y)dy dx+ β

∫
A
g(x, y)dy dx ,

má-li pravá strana smysl.

2. Jsou-li g, h funkce definované na A a h ≤ g na A pak∫
A
h(x, y)dy dx ≤

∫
A
g(x, y)dy dx , maj́ı-li obě strany smysl.

3. Jestliže A = A1∪A2 a projekce množin Ai na osu x lež́ı v disjunktńıch intervalech,
pak ∫

A
f(x, y)dy dx =

∫
A1

f(x, y)dy dx+

∫
A2

f(x, y)dy dx ,

pokud má jedna strana smysl.

Věta 3 (Nezávislost integrace na pořad́ı). Necht’ A je otevřená množina a f je absolutně
integrovatelná a spojitá funkce na A. Potom∫

A
f(x, y)dy dx =

∫
A
f(x, y) dxdy .

Věta 4 (Regulárńı zobrazeńı). Necht’G je otevřená množina v rovině a funkce x = ϕ(u, v), y = ψ(u, v)
jsou definovány na G. Necht’ jsou splněny následuj́ıćı podmı́nky:
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1. Funkce ϕ,ψ maj́ı spojité parciálńı derivace na G.

2. Determinant ∣∣∣∣∂ϕ∂u ∂ψ
∂u

∂ϕ
∂v

∂ψ
∂v

∣∣∣∣
je v každém bodě G nenulový.

3. Funkce Φ = (ϕ,ψ) : G→ R2 je prostá.

Potom Φ zobrazuje G na otevřenou množinu H.

Zobrazeńı maj́ıćı uvedené vlastnosti z předchoźı věty se nazývá regulárńı zobrazeńı.
Uvedený determinant se znač́ı J(ϕ,ψ) a nazývá Jacobiho determinant nebo stručněji

Jacobián.

Věta 5 (Substitučńı věta). Necht’ (ϕ,ψ) je regulárńı zobrazeńı otevřené množiny G na
otevřenou množinu H a f je spojité absolutně integrovatelné zobrazeńı na H. Potom∫

H
f(x, y) dxdy =

∫
G
f(ϕ(u, v), ψ(u, v))|J(ϕ,ψ)|dudv ,

jestliže má jedna strana smysl.

Postup výpočt̊u: ∫
M
f(x) dx

1. volba substituce

2. ověřeńı předpoklad̊u věty (hlavně regularita)

3. výpočet Jϕ

4. určeńı φ−1(M)

5. výpočet integrálu ∫
ϕ−1(M)

f(ϕ(t))|Jϕ(t)|dt

Hinty

Substituce

1. polárńı

2. zobecněné polárńı, x = ar cosα, y = br sinα

3. u = xy, v = y/x
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Př́ıklady

Spočtěte

1. ∫
M
xdA

kde M = {[x, y] ∈ R2, x, y ≥ 0, 1 ≤ x2 + y2 ≤ 4}

2. ∫
M

(x2 + y2)dA

kde M = {[x, y] ∈ R2, x
2

9 + y2

4 ≤ 1}

3. ∫
M

1√
x2 + y2

dA

kde M = {[x, y] ∈ R2, x2 + y2 < x}

4. ∫
M

√
x2 + y2dA

kde M = {[x, y] ∈ R2, 1 ≤ x2 + y2 ≤ 4, x ≤ y ≤
√

3x}

5. ∫
M

1

(x2 + y2)2
dA

kde M = {[x, y] ∈ R2, x√
3
≤ y ≤ 2x, x ≤ x2 + y2 ≤ 3x} \ (0, 0)

6. ∫
M

1

(x2 + y2)2
dA

kde M je ohraničena křivkami x2 + y2 = 4x, x2 + y2 = 8x, y = x, y = 2x.

7. ∫
M
x2y2dA

kde M = {[x, y] ∈ R2, 1 ≤ xy ≤ 3, x ≤ y ≤ 2x}

8. ∫
M
x− 2ydA

kde M = {[x, y] ∈ R2, x
2

4 + y2 ≤ 1; 0 ≤ x ≤
√

12y}
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