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Teorie

Definice 1 (Integral funkce dvou proménnych). Necht je ddna funkce f(z,y) definovana
na mnoziné A v roving, jejiz projekce na osy soufadnic lezi v intervalech J, K resp. Pro
kazdé x € J (nebo y € K) oznacime A, = {y € R;(z,y) € A}, resp. By = {z €
R; (z,y) € A}

Definujeme

[ Semavae=] ([ s@pa)ar, | sepas=] ([ ey,

pokud maji pravé strany smysl.

Pokud je [, f(z,y)dy dz vlastni ¢islo, Fikame, ze [, f(z,y)dy dz konverguje nebo ze
funkce f je na A integrovatelnd.

Pokud je [, |f(x,y)|dy dz vlastni ¢islo, fkame, ze [, f(z,y)dy dz absolutné konver-
guje nebo ze funkce f je na A absolutné integrovatelnd.

Véta 2 (Zakladni vlastnosti integralu). 1. Integral funkci dvou proménnych je linearni,
t].
/A(Oéf(x,y) + By(x,y))dy do = a/Af(w,y)dy dz + 6//‘9(96, y)dydz,

ma-li prava strana smysl.

2. Jsou-li g, h funkce definované na A a h < g na A pak
/ h(z,y)dydx < / g(z,y)dydx, maji-li obé strany smysl.
A A

3. Jestlize A = A UA5 a projekce mnozin A; na osu x lezi v disjunktnich intervalech,
pak

/ f(z,y)dydz = / f(z,y)dy dz + / [z, y)dyde,
A A Ao
pokud ma jedna strana smysl.

Véta 3 (Nezavislost integrace na poradi). Necht A je oteviend mnozina a f je absolutné
integrovatelnd a spojita funkce na A. Potom

A A

Véta 4 (Reguldrni zobrazeni). Necht G je oteviend mnozina v roviné a funkce x = ¢(u,v),y = ¥ (u,v)
jsou definovany na G. Necht jsou splnény néasledujici podminky:



1. Funkce ¢, maji spojité parcidlni derivace na G.

2. Determinant

S

(o
i
)
je v kazdém bodé G nenulovy.
3. Funkce ® = (¢, %) : G — R? je prosta.
Potom ® zobrazuje G na otevienou mnozinu H.

Zobrazeni majici uvedené vlastnosti z predchozi véty se nazyva requldrni zobrazend.
Uvedeny determinant se znaci J(p, 1) a nazyva Jacobiho determinant nebo struénéji
Jacobidn.

Véta 5 (Substituéni véta). Necht (p,) je reguldrni zobrazeni oteviené mnoziny G na
otevienou mnozinu H a f je spojité absolutné integrovatelné zobrazeni na H. Potom

/ f(,y) dady = / £, 0), 9, )] (0, )| dud
H G

jestlize mé jedna strana smysl.
Postup vypocéti:
| @)
M
1. volba substituce
2. ovéreni predpokladu véty (hlavné regularita)
3. vypocet J,
4. urceni ¢p—1(M)

5. vypocet integralu

/ F(E)] (1) dt
P~ (M)

Hinty
Substituce
1. polarni
2. zobecnéné polarni, x = arcosa, y = brsina

3. u=zay,v=y/z



Priklady
Spoctéte

1.

/ xzdA
M

kde M = {[z,y] € R?,z,y > 0,1 < 2® 4+ y* < 4}

2.
/ (2? +y?)dA
M
1E2 2
kde M = {[z,y] e R%, & + £ <1}
3.
/ ¥dA
M /$2+y2
kde M = {[z,y] € R?, 2% +y? < z}
4.
/ Va2 +y?dA
M
kde M = {[z,y] e R*,1 <2?+y? <4,z <y < 3z}
D. )
————-dA
/M (22 +y?)?
kde M = {[x,y] GRz,% <y<2z,x<x?4+y% <32} (0,0)
6. )
———dA
@iy
kde M je ohrani¢ena kiivkami 22 + y? = 4z, 22 + y? = 8z, y = v, y = 2u.
7.
/ z?y?dA
M
kde M = {[z,y] e R )1 <2y < 3,2 <y < 22}
8.
/ x —2ydA
M

kde M = {[z, y] ER%%—%yz <1;0 <z <V12y}



