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Pitklad 326. (:z:2 + yg) =a?(z? ~ y?) (Bernoulliova lemniskéta)

pe f[ ieis= ["“]

Redeni :

Po dosazeni do zaddni dostdvdme postupné : 7! = a’r*(cos? cp——sm 2), 7% = a® cos 2¢,

31r or

cos’psing >0 —0<p<

{cos? peing 1 imzwsimp
P= (f —rdr dtp— f dp =
| o \Jo 3

=é ;cos @sin tpd(,a—w-— -2 fzcos @ (1 — cos? cp)dgp
1 ¥, 6 _ 3.1 7531 7 ™

_..57/0‘ (cos* ¢ —cos (p)dw—(Wallmovafomule)—ﬁ(il‘? 3T E 13 5) -E—é—-
rPi‘ﬂ:lad 328. (z* + %) = 3azy (Dt_ascartesﬁv list)
Redeni :

' z=roosy 0<r<riy) -
P= ff dsdy= | verise [ msose |=
=r .

r{w) 1 ¥ _
'=f (f : rdr) dp = —f r%(p) d.
P1 0 2 #1

. Nym urc:me r((,p) a dosadime do posledniho integrélu.
P 4+y*=3ry —  rlcos’ <p+r sin® ¢ = 3ar? cosqosmzp, takze

3acosysing
= JABPSY . el pO)=r(=)=
wipraty 05953 r(0) "( )

¥/ 3acosypsin 9a? % cos? psin? @
P-=-f (Lcosgsing ) dq,:T'[ dp=
o 1Cos ¢p+sm ¥ 0 (cos3cp+sm qo) .

(amel a jmenovatel vydélime cos® ¢ )

_9_(}_/‘! gl  dp tgp=u 9a 3u?
* (

2 tgsgp+1)z cos? ety d =du 2.3 (1..:3—4-1)2

0<r<ay/cos2¢ —rcos2¢ >0, pel0, )U( )U(—-— 7).
3, roveEle y2 u\/"““T
P=4f (f rdr)dcp=4f [— d¢=2f a® cos 20 dyp =
o ‘Jo o L2110 0
_ sin2¢p1%
= 2q? [ 3 ]0 = a“. . |
: 2
Pidklad 327. (z2+9y’) = 2y
z_rcow T4=T2€052<‘D'§Sintp
Reseni: P= ff drdy = vwgﬂlw Ogrg%cos2(psintp



3, . ¢ a3y? 3a? 1
= - 1 —— = lim =
2% c—’»Too,/o. (u3+1)2d 2 C—++¢o u3+1] (C3+1 )
_ 347
_——2 . [ ]

Prikiad 329. Uréete plosny obsah rovinného obrazce omezeného kfivkami
2+l +r=0,2+y*+4r=0,y=2z, y=0.

Resent :

1\2
Pry+z=0— (x+-2-) +y' =
Py tdr=0—(z+20 2+ =

) T=rcosy 4+’ +z=0—rr=-cosy
. 1 2
=rgin r+y +4r=0—r=—-4dcos
P=/f drdy=| Y77%°¢ | Yl =
D J=r —coBp Sr < —4cosy
< <§1r
_‘P_4

T e et

*' 15 [i 1+cos2 _15 in 201 =
o sin 207137 _
pdp = ,/ W=7 [“H‘ 2 ] =
15,5  sindrx sm21r _ 15 1y  15(r +2)
‘4(4”"' 2 " T2 )‘T(I 5)_ T
P#klad 330. Je déna parabolické dseé s tétivou kolmou k ose. Délka t&tivy je a, vyska
usefe h, a hustota p = 1. Urlete :

a) moment setrvaZnosti dsede vzhledem k tétivé, b) tazisté usede.

L3

Redenf : |
' Analytické vyjadieni této paraboly buzde y—h =pz’.
Pouzijeme-li bod [2 ] pak ~-h= p-z —p= __4h' N
y=h- %zz.
a

a) Moment setrvaénosti k tétivé je nyni momentem setrvainosti vzhledem k ose z.

th ah.3
. D: 0<.”<h__..z’ ) % h—nz
I,-,——jjﬂzdzdy——{ o ol ] /‘ (f i yzdy) !
-—-(z<— . -_% 0"

2 - 2
f-%z 1 i 4h - k3t 4z2

3f ), =3 _;(h‘?”) dx-if_,ﬂ.(l‘a—z) b =

2h% 1 mﬂ 48z¢ ' 64z° 2h3 4z 481% 64271%
=3 | (- e e o )
“W(e_g,e_o) K3 1y 16K |
T3\ 2710 14/ T3\ T/ T s

. . M, : ‘
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N

I[“J’] = k'/:/ (52 + y2) dzdy =[poli.rni soufadnice] =
D
2x 2
=kj /. fsdqu)= Equ n
0 1 2

Pi{klad 334. Uréete polohu tézisté obrazce omezeného kardioidou r = a{l + cos ),
¢€{0,2r),a>0,p=1.

Redend :

_ L v

T = [a:T,O],m = Pp = ff dzdy = —/ r?dp =
D 2 1

(viz pf. 328 )

==y

2% x
=-;-a2/ (1+oosg:v)2n:iw=%a2 (1+2cosp+cos®p)dy =
3 o

2x 2x
0 2x a(1+4cos p)
M,:f/ zdzdy = [polémisoui.] =/ (f rzcosgpdr) dy =
D 1} )]

1 [ 3 3 al [ 2 3 4
=3 cosp-a”(1+cos ) dyp = 3 (cos p+3cos” p+3 cos” p+cos cp) dp =
0 0

= Eﬂv.“’a'r' Ir = 3a [ ]
- 4 H T = 6 .
¢ Vypolitejte objem télesa W omezeného plochami :
'1--
Pitklad 335. : =2+’ +4,z2—-y=2,z=0,y=0,2z=0
Redent : '
F4
W je &dst trojbokého hranolu
se zédkladnou v roving z = 0.
Hranol je shora omezeny .
rotainim paraboloidem.
w: 0<s<rl +4 +4
V=ff drdydz = x—2<y<0 =
w 0<z<?
2 0 234yt +d 2 [V
=/(/ ([ dz)dy)dz=f( (a:2+y2+4)dy)dm=
o ‘Jz2‘Jo 0 “Jz-2
©r2 3 0 2 _9y
=f[x’y'+§’-+4y] dx:—/ (xz(x-2)+(“ ) +4(z—2))d:v=
o 3 . 33-2 )40 3
z* 2% (z-2 2 2 32
— | —_——— — = —, [ ]
Tt e =3




Piiklad 336. z = 2(z? + ¢%), 2% = 16(z? + y?)

Reseni :

=‘A.zw(‘/().gl(_/zj:rdv)dr)dtp=jo.h dqa-/ozr(4r—2r2)dr=27r- [%r:’_z_"‘]z

= [ / dz dy dz = (poutijeme cylindrické soutadnice) .
W _

z=roosyp | AP +y) <2</ A — 2P Lv s
y=rsing r? < 4r 0gpsin |
z=v ' r<2— o<r<2 |
J=r"

Pitklad 337. 2 =112 — 4% 2=0

Regent :

Priklad 338. z = 22 + ¢*

z244y2<1

0
ging | 0

Reseni :

L4

[4 q

2 pyiczy

Plocha z = 1 — z? — 43 je eliptickym paraboloidem s vrcholem v bodé [0,0, 1].

=fjwdxdydz; ff [U_x’_wdz)dxdy_ ff 1:::4y)d:cdy—

22 44p?<t

[ (forr gy T3

, 2=z +y

V=ff/ dxdydz:[ ”*"’5.‘5’”]:

(zwe{=®+y <z+p}

f f f dz drdy =
24?2

234yt <xty

=l G-l -LY
(-”:+y-—.’c2—y2)dxdy=[ SR ¥ 2) e ]

2 )
z’+y’5:+y—b(z—§) - y—l 5%

Pi#{klod 339. Urtete hmotnost a z-ovou soufadnici téZisté télesa omezeného rovinami
z=0,y=0,2=0, z+y+2=1, jeli hustota g=1.

Redent :

Hmotnost télesa pii g =

1 se rovnd objemu.



60 Trojny integrdl

Paodle veét 2,10 a 1.22 pak pro integral T plati

ol
v

(14 psind) - 6pfcos¥dd | dyp | dp =

i
raiy \uw

145
=27 [ ( / (6p% cos¥) + 6p° sindcos I dd) | dp =

Lo
= 27{] ( /((‘ip2 cos?d + 3p°sin 20) d | dp =
1] -

z
1 . 1
o 3. 2 - o :
= 2% f 607 sin ¥ — = p* cos 200 dp =27 ] 12p%dp = 24r || =
2 P=- 3 3 1o
o 2 :
= 24 }i = 87,

A

2.4 Nékteré aplikace trojného integralu

2.4.1 Objem télesa

Necht M C R? je méFitclnd mnoZina. Pak objem télesa M definujeme pomoci vztahu

A(M) = /:/] tdedydz.
M

Poznamka 2.27. UvaZujme mnoZinu 7" stejnou jako v kapitole 1.6.2. Pak zfejmé
plati V{T) = MT).
@ Priklad 2.28. Vypoétite objem télesa A C R? ohrani¢eného plochami

2 2

Y

o B LY Lo
@ (z-2f=5+5, z=0

r Redend. NaSe téleso M je Casti eliptického kuzele,




2.4 Nokteré aplikace trojncho integralu

61

Jeho primikem s rovinou z = 2z, kde 0 £ z5 £ 2. je mnoZina
L
(9. 2) ERY: -+ L J < (= 21 (tj. elipsa).
32 J
Neni obtiZné si uvedomit, 7c pro objem télesa M plati (viz véta 2.10)

2
AM) = /// I d:ndydzz/ (// 1dady ] dez,
M

1 M,

kde

Mz={($,y)€R2: z* +'I”'2 2(3—2)2}.

y

Pro vypoéet vnitiniho integrilu [ 1 dz dy pouzijeme transformaci do zobecnéng
M,
polarnich soufadnic

=3 reost,
y= V2. rsint.

Jacobidn tohoto zobrazeni je ziejmé J = /6 r. Pfitom mnoZinu M, (pro z € {0, 2))
lze v téchto zobecnénych polarnich soutadnicich popsat nerovnostmi

0Zts2n, 05rL2-2

Odtud a z vét 1.30 a 1.22 plyne, Zc

2
A(M) f/[ld:(l'f;dz—/ ( //lrl:r:dy dz =
M,
x4 2-z 2 .
‘I‘? 2-z
:/ (/.(/\/g-rdr di nizz?w/’\/g-am} dz =

7if)

0 ]

il 0
2

:27rf\/~(_z)zd7=?r\/_l r=8”—‘/ﬁ.

0
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Obr. 7T

—_
Reseni: Tleso, jeho objem méme nalézt, je édst rotadéniho vélee nréeného Fidicd
kruZnici 22 + 42 = 2 + y, zdola ohranieného rovinon z = 0 a shora rovinou
z =14y {Obr.8)

Jak vime jiz z piikladu 1.11, je objem takového télesa ¢iselné roven hodnoté
dvojného integralu [(z +y)dA, kde
M

M={(x.y)eR * vy’ <+ y} .
Dopluénim na &verce a dpravou miiZeme podminku @2 4 ¢ < x -y upravit na
tvar

5 (:;;_%)?4, ('y—%)gié.

Z {5) je ziejmé, ze mnozina M je kruh se stfedem v bodé (1/2,1/2) a polomérem

V272 (Obr. 9).

—
it



12 ZDENEK S1IBRAVA

Obr. 9

Dvojny integral [(x - y)dA budeme opdt pocitat pomoei substituce do po-
M - -
larnich soufadnic. (Tato substituce pfevadi integraci pfes kruh na integraci ptes

dvojrozmérny interval.) V naSem piipadé v3ak , posuneme” téleso tak. aby stied
fidiei kruZnoice byl podatek. Toho dosdhneme tak, Ze substituci do polarnich sou-
fadnic budeme volit ve tvaru

1 1
(6) Z=g b reosg y=okrsing aJer

Dosazenim do {5) dostaneme

2
0< (-3 +y-5) <4

o 2
0< (L +rcosd— %)2 4+ (3 +rsing— )" < 4,
0<r<¥2
Pro ¢ jsme nedostali Zadnou omeznujici podminku, je tedy 0 < ¢ < 27, Potom
D VIQ,"'Q
/ (z+y)dA = f (r & r*(cos ¢ + sing)) drdg =
M 00
o 2 g3 r=/3/2
/ e "*}-‘ r—((‘:t'):‘;(,b “‘i‘ Sin (},7) d(f) o
2 3 r={
D

n
1 V2 ”
— 4 ——(ros ¢ -+ si ldh = — .

](rl F 15 (cos ¢ -+ sing) | deb 5

0

Pfi podéitani objemu jsme mohli misto substituce pomoci . posunulych® poldr-
nich soufaduic (6) pouzit substituci (4). Dosazenin (4) do podminky #*4y* < z+y



PRIKLADY K MATEMATICE 3 - VICENASOBNE INTECRALY 13

postupné dostaneme

0 < r?{cos® & + sin® @) < r{cos ¢ -+ sin ¢),
0 <r < (cos¢+sing).

Z podminky 0 <+ < cos ¢+ sin g pak plyne -3 < ¢ < "’T" Odtud

37/, cusdebsing
/('r +y)dd = / ( / (r*(cos ¢ + sing)) dr | d¢ =
M —n/4 0
4x/4
-3 / (cos ¢+ sin @) dep = g .
/4

V tomto piipadé je vBak vipodet posledniho integralu sloZitéisl nef pii substituei

(6).

-~

™
1)

"

9,9
i : l iy
....... Pt 1R
=! -0, 5 3 Q0,9
3
-0, .
_ ) \
Obr. 10

Priklad 1.26. Vypodilejme cbsah mnoding M, kterd je chranicend lemniskdtou
{22 + )2 = 2 —y? (Clr. 10).

Reseni: Pro obsah mnoziny M plati
uir) = [ a4

M
kde v nagem pfipadé je

M={(z,y) e B: (" +4°)* < 2* -’}

Z rovnice lemniskaty je vidét. Ze tato kiivka je symetricka podle osy x 1 podle
osy ¥ (je sudd v obou proménnych). Pfi vypottu obsahu plochy ohranidené touto



