8 Iheiny u trojry inteqril 55

uzili jsme substituci w = cost, a tedy  dw = —sintdt ,

Na zavér uvedeme piiklady na uzit sférickyeh (kulovych) soufadnic pro vypoéet trojného integribu.

$: g rcostsing

Yy — rsinfsins 0<r, 0t 2m, 0<s< T,
2T = TCOS 8
Protoze
cos fsin g sinfsin s Cos 8
dot D® = dot | ~rsintsins  reostsins 0 = rising
reosd stns rsinfcost --rsins
dostaneme

/[/ fzy. zydedyds — //f f(rcostsins, rsintsing,rcoss) - r2sinsdrdtds .
S q S e

Pozmamencime, %e v ndékterych uéebnidch se nZivi odlifuy tvar slérickyeh souiadnic

P xe=reosicoss
Yy = rsintcoss 0<r 0t < 2w, -
Z == rsis

$ 55

N%zi
K

pak oviem vychidzi det De = r?coss.
“Priklad 8.17:
Vypoéitejte trojny integral

[//\/2 da"dyd? ckde Q= {|my. 2 1<2? + ¢ +2°<9, 220, >0, 220,}.
T (
Feeni:

Prevedeme do slérickgeh soufadnic. Prvni podminka vymezujici mnozing € ném dava 1 < r < 3, z dalich t#
podminck dostdvime 0 < < § a0 < s <%, neboli €77(€2) = (1,3) x (0, #) % {0, T}. Dosadime a vypoéleme

/ / / — g Addydz / / / ek 2 sin s dr dt s =
Vit +y° LR (0. 3% (0.3) Vr2cos? Esin® s - 72 sin® {sin® &

: = 1.3
= / rdr - / 1dt- / cossds = l—] if]n [sins)i = ~;«S~«7r,
[} ] 3 .

Fiklad 8.18:
Vypodéitejte trojny integral

// (@ + y*)zdedydz  kde Q= {|z.y, 2l 1<2? 47 +22 <4, 224y <22 220}
JJo
reSeni:

Ptevedeme do sférickych soufadnic. Prvni podminka vymezujici mnoZinu @ nam déavd 1 < r < 2. Z druhé

podminky dostaneme 2 sin? s < r? cos? s, neboli tgs €1, 0% spolu s ifeli podiminkou dava 0 € s € F I-Na

proménnou ¢ neni kladen Zidny poZadavek, a tedy ¢ 1(!2) = (1,2) x {0,2m) » {0, §}. Dosadime a vypoctcmc

f// 4 r;z)f thrdyds — /// (7'2 cos? £5in® 5 + »2 sin? £sin? .'i) creoss-rfsinsdrdt ds -
{1,2) = (0. 27y {0, 1)

s . 3 2 2w T, 21
- /f/ r° sin scosgdrdtdsw/ rsdr-/ ldt-/ sin“scossds — —7r.
FI T ey s 0,3 i Ju Ju 4
LT SRR i —

e 21 =27 1
L F] 4
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56 Frantisck Musna: Resend piikledy = Matematiky T,

—

Livedeme vipodet tietiho integrdalu (ostatni json ziejmé)
N V3

£, ¢ w1 %
f sin® scos s ds = / w’ din — —} —-=
o il 4 Jy 4

wiili jsme substitucl w = sing, atedy  dw=cossds, 0 0Oa J 3'2—2 .

St

Ptiklad 8.19:

nomérné, ncboli hustota je konstatni gz, ) = 1.
feSeni:
Nejprve vyjadfime jednotlivé &isti hranice 2 pomoci funk&nich vztahii

1 1
Y= 4-1 (L. kvadrant) Y= 1 {2 kvadrant)

3 3
Y=g 3 (3. kvadrant) Y= gE 3 {4 kvadranl) .

e

ProtoZe dtvar na obrazkun je symetricky podle osy y, prvni soufadnice (3Zi#té jo
gfejimé nulovi myp == 0,
Pro vypodet druhé soufadnice budeme potfebovat dvojné integrily

e = / [ Y elwdy = 2 / / lidedy , a M, = / / y daedy = ] ] ydady 1 / / ydrdy
Q o, 0 VN i1

prvi integral vyjadfuje hmotnost, druhy tzv. staticky moment. Pfevedeme tedy dvojng integral na dvojnisobny

pomoci Fubiniovy véty a dopoditame
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Trojny integral

kele

r20, te{l2n) (popf [€ {~m ) nebol € (o a+27) pro a € R)

a z"elR

LY 2Z)

Jacobidn tohoto zobrazeni je

cost -—rsint 0
J(r,t.2") = sint  rcost 0 =7 (cos’t+sin’f) =7
0 { 1

Poznamka 2.20. Substituci do cylindrickych soutadnic zpravidla pouzivime. po-
kud hranice plidorysu télesa Q, pfes které integrujeme. obsahuje édsti kruZnic. Sa-
mozicjmé, Ze vhodnost ¢ nevhodnost substituce ovliviiuje také samotna integrovand
funkce.

Piiklad 2.21. Vypodtite integrdl [ = [[f (2* + y*) zdx dy dz, kde
Q

D={(r.y.2) e R 24 y* ST A 220A " +y* + 2 & 4} .

Reseni. Mnozina Q je vilee ,sefiznuty® shora kulovou plochou.

Zavedeme-11 valcové soufadnice

& =roeost,

y =rsinl,

Z =z,
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obdrzime omezeni

Podle véty 2.18 tedy plati
]/ (r*costt + 1 sin t)z rdrdtdz,

kde

Mr,,zz{(r_.t,z)ER:‘: 0S+<1A0SES 2T A ugzg\/r_r?}.

Uzijeane-li nyni Fubiniovy véty (2.10 a 1.22), dostaneme

)

2 1 4- n

! = / / / {rleos’t+rsin't) z - rdz  dt | dr=

0

=/ {cos*t+sin'¢) dt - / / zdz\\ dr:/(cos"‘t—l—sin“t) dt-
| )}

0 0
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2.3.5 Substituce do zobecnénych sférickych soufadnic
Necht a. b, ¢ > 0 jsou dana ¢isla. UvaZuime zobrazeni

= peos@cost.

y = b psingcosd,

z =0 psind,
kde

P20, @cl{0.2m) {(popf. @ € {(—m, 7) nebo ¢ € {a, a+ 27) pro a € R),
e =35
Podobné jako u klasickych sférickyeh soufadnic miiZeme i zde vypoéitat Jacobidn

zobrazent

J(p, . 9) = abc- p®cos 9,

Poznamka 2.25. Substitucc do zobeenénych sférickych soufadnic se pouZivd, po-
kud téleso §2, pres které integrujeme, ma tvar elipsoidu.

Priklad 2.26. Vypoététe integral I = [[[ zdzdydz, kde
0

g : "‘!:.2 ‘y? : ¢
= {(:IJ:y.Z) ¢ R*: ’I-F'a“f'zzgzz}-

Refeni. Podminku ’f + y!; + 2% £ 2z lze ekvivalentnd upravit do tvaru T—,: + % +(z—
— 1)? £ 1. Odtud je vidét, #e §2 je clipsoid se stfedem v bodé (0,0, 1) a poloosami
2, 3al

Pouzijemne zobeenéné sférické soufadnice

€T = 2pcos @ cosd,
¥ = 3psin g cosd,
z = psin.
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2.3 Trojny integrdl na mdéritelné mnoziné

Jacobidn tohoto /()hmxmu J(‘ ziejmé J = 6p®cosd. Dosazenim transformacnich
vztahil do podminky Z -+ % + 2% £ 2z dostaneme p® £ 2psindgd. Neni t87ké si
uvédomit, Ze elipsoid Q je pak uréen omesenimi

€(0,2m), Je(0,%), pe€(0,2sind),

To tedy znamend, Ze

I = ///psimff- J dpdedd = ///6p351n19cosq9dpdgod19,
M T M

M={(pot)eR:0ZpS2r AOSHSE A 0L pS 20im).

kde

Odtnd podle vét 2.10 & 1.22 mame

n
‘Z'rr z

2t \
= / / ( ] 6o sindcosddp | 49 dp =
0

l')

substituce

sind =«
cos¥dd = du
00, 21

16sin® ¥ cos dot =

47 2sind
= 2% [ sin?cosd f; ] & = 3

p=l

Q’\‘-\MH
—

o

=487r[u du = 48x%
0

Jind moznost. jak integral spocitat, je pondit ,posunuté® zobeendné sférické soufad-
nice

T = 2pcospeosd,

y = 3psin pcosd,

¢=1+ psind.
Jacobiin ‘mhoto zobrazent je opét J = - 607 cos a dosazenim tmmformd( nich vztahi
do podminky % +y—+22 < 2z, kterd je ekvivalentni s nerovnosti —-f-3’—+~(z— 12 £1,

obdriime p* £ < I I J- 02 p & 1. Odtud (podobu jako u prvniho zplisobu vy pu(tu)
dostancme, Ze

[ = / j f (14 psind)- J dpdpdd = f [ {1+ psind) - 6p% cos P dp dy .
N N

kde
JV:{(,();QD;T())ER:;: 0 pS21 A —ggﬁ_ﬁ_g A (]épél}.
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-

Podle vét 2,10 a 1.22 pak pro integral I plati

1 ( 2’.‘I’/
r =/ / ](] + psind) - 6p costdd | dp | dp =
0 \ 0 \— z

tf 3
=2 / { /(6,02 cosd + 6p° sinPeos ¥y dd | dp =

v

v g
= 277] ([(69200519+3p33in219) dd  dp=
1]

)

1

1 . ‘

. 3, > . 371
= 27r/ 6p° sintd — ip" (*.05219] dp = 271"/12;)‘! dp = 4= %] =
% v=—3% o e i
1
= 247 3= 8.

A

2.4 Nékteré aplikace trojného integralu

2.4.1 Objem télesa

Necht M C R? je méfitelnd mnoZina. Pak objem télesa M definujeme pomoei vztahu

A(M) = //f Tdzdyde.
M

Poznamka 2.27. UvaZujme mnozinu 7" stejnou jako v kapitole 1.6.2. Pak zicjmé
plati V(T') = A(T).
Priklad 2.28. Vypoététe objem télesa M C R? ohrani¢eného plochami
. rr oyt
- 2P = e p e, 2=
F-2P=5+5
Resend. NaSe téleso M je &asti eliptického kusele.
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Pozndmka 2.29. V piedchozim pfikladu bychom také mohli postupovat tak. Ze
bychom (pro vhodna o, b) zavedli tzv. zobecniéné cylindrické soutfadnice, tj.

r=a- rcost,
y=>b-rsint,

2= 2(=2),
kde
r20, te€{02r) (popf te€{—m x) nebot€ (a.a+ 27 proa € R)
a z"€R
Jacobign tohoto zobrazeat je
acost —arsint 0
J(r.t,2") = bsint  breost 0 =ab r(cos’t+sin’t) =ab-r.

0 0 1

Domadci cvideni 2.30. Pokuste se vyfeSit priklad 228 pomoci zobecnénych cylin-
drickych soufadnic (viz pozndamka 2.29).

@ Priklad 2.31. Vypoététe objem télesa M ohrani@eného plochou (anuloidem)

[E— 2
(\/weryz_a) +z22 =0 (0<b<a)

Hegend,
N 4
b die
Z o £
z
| bi
N,
]
K I
~ e = -/ -
y X

Vime, Zc pro objem télesa M plati MM) = [f[ 1dz dydz. Rezem télesa M rovinou
M

z = 0 je mezgikruzi znazornéné na obrazku nife.

_
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Pro vipodet A(M) bude tedy vhodné pouZit v pHsluném integrila transformact do
cylindrickych soufadnic

T = recost,

Y = rgint,

z =2z

Jacobian tohoto zobrazeni je J =

r. Téleso M v téchto novych (cylindrickych)
soutadnicich popiSeme podminkami (promyslete to!)

teld, 2}, rela—ba+tb). ZE<——\/b2 (r — a)? /b2 ~ Tw[‘i;>

Proto (vzhledem ke vétam 1.22. 2,10 a 2.18) pro objem télesa M plati

,\ ol N Y
(M)zjj;[/l(lmdydzmﬂ/’ \/b \ { | } cr} dt =
a=b \_ /7 (ron)?

substituce
a+-b r—a=1u b
=212 [ 1B~ (r—o)?dr= dr = du m4ﬁf{'£ﬁ +a)vh? - uidu =
iy a—b— —b uf?
at+bh—rb

=4 [u\/52—~u (if&+4ﬂa[Vbz—1b2 du-Sm;/Vbzwu?du—

—5  lichévau —h UdAV
substituce z
u = bsins o 1 o
= Ju = beos s ds SM/ VB — bsin? s - beos sds = 8xab? /(03 sds =
U0 03 0
f1 + cos 2 o1 sin2s] 5 .
= 8mab® f ——ds = 8wab® - - + = 9t ab®,
2 2 2 4 |,
1} \ \—,—/}
=0
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Trojny integral (transformace integrali) - fesené priklady 48

12 Trojny integral - Transformace integrali

111, P#iklad Spoétite fff 2? + yidadydz, kde Q:1 <2< 2,22 +42 < 1.
ReZeni Integracni obor € wrdeny vztahy 1 < z <€ 2,22 + 3 < 1 je vélee. Viz Obrézck 41.

Provedeme transformaci do vélcovych soufadnic, kde

€ (0,1},
€ {0, 27),
z e (1,2).

Pak pomoci Dirichlctovy viity integral dopoéitame.

Obrizek 41: Q:1<2<227 432 <1

///;L +y* dmdydz—// {0% cos® o + g% sin® ) - gdgd(pdz—///g dodpdz =
a
2 4 1 2 5 T
:fg dQ/ dw[dz—[—J [Wo"'[zh:Z'?W'l:g-
0

F 112. Pfiklad Spodtdte m dedydz, kde @ -1 <2< 1,22 0,92+ 22 < 1.

Tteseni Vatahy -1 < 2 < 1.z > 0,3° + 2% < | definuji hornd polovinmu vilce, jeho# osa splyvi
s osou z. Viz Obrédzek 42.

Obrizek 42: O -1<zc <1220, +2:%<1

Provedeme transformaci do ,vilcovich soufadnict. Transformaéni rovuice jsou tvaru

T =z,

Y= 0cosp,

z = psing.

e

RNDr. Jifi Klagka, Dr. UM FSI v Brng, 7. 3. 2006
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Trojny integral (transformace integrall) - feSend piiklady
3

19

Jakobian transformace je

1 0 0

q J=|0 cosg —pgsing |=p.

) siny gcosep

R o 3 1 - z7!
// dzdydz = ///gd.rdgdc,a: / dxv/ gdg-/ de = [2]%, - [Q—] felg =2
o TG o 70 "0 2 1o

113. Piiklad Spoétite [[f /2?2 + p2dadydz, kde 0 122 437 <z < 1.
Q

Tteteni Oblast 2 je téleso, které je zdola ohranifeno paraboloidem z = 2% + y? a zhora rovinou
z = 1. Viz Obrdzek 43.

-4

LL

X vl
Obrazek 43; Qa2 42 <z <1

Provedeme transformaci do valcovych soufadnic, kde

2 €40,13,
¥ € {0,2m),
z e {p? 1)

kY] iehd
" ol 27 1 2l 2 1
- /[[ ¢ ddipdz = / ( [ ( [ ¢ dadedde= [ ([ sl dolde =
o Jo o Joo Sy Jo

40

1 27 1 5 1 1 1 9 4
= f (/ 0*(1 — o*} dp)dp = / (1= 0")[wly” do=2n [393 - —95] =21 — = —m.
0 (] 40

] 15 15

f’ 114. Piiklad Spoététe [[f » drdyds, kde Q:0 < 2 <4 - 24/22 432
0
Reseni Oblast 2 je téleso, které je zdola ohranieno rovinou z = 0 a zhora kuZelovou plochou
2 =4 —2+/x? + 32 Viz Obrdzck 44.
Provedeme transformaci do valeovich soufadnic

0 €(0,2),
p € {0,2n),
z €{0,4- 20}

-

RNDr. Jifi Klagka, Dr.

UM FSI v B, 7. 3. 2006
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Obrizek 44: 0:0<2<4 - 2/2% 42

/f/z drdydz = f[[zg dodpdz = fuz([:w(/:-?gzg dz)dp)de = /01{'/:# [2_22}:‘209 dy)de =
f Q-

1 . 2 16
=—] (f (4—29)29d90)d9=7r/ (4~ 2020 dg = 7.
2 1] Q 1] 3

L

115. Piiklad Spogtéte [[f z/x% + 4% dodydz, kde Q: 2= 0,2 =3,y > 0,2% + 4°> — 22 = 0.
1

Reseni  Vztah 2°+y? = 22 upravime na tvar (z—1)?49? = 1. Odtud aze vztaht z = 0,z = 3,y < 0
plyne, Ze Q je polovina vélce. Viz Obrazek 45. Provedeme transformaci do védlcovych soufadnic, kde
¢ € (0,2cos ),
m
€ 01 ol
¢ €0,5)
z€40,3).

3
T

Obrizek 45: 0:2=0,2=3,y2>0,22+y* -2z =0

z 2 o5 3
fffz\/m2 +y? dadydz = [//292 dedypdz = / (f (f 20% dz)do)dyp =
o Jo 0
! a

b1 2eosp ] 3 9 z a-2cosyp z
= j (/ [522] ¢ do)dy = 3 / [%] dyp = 12/ cos® ¢ dp = 8.
0 ¢ 0 40 0 0

RNDr. Jifi Klagka, Dr. UM FSI v Brng, 7. 3. 2006



Trojny integrdl

2.3.4 Substituce do sférickych soufadnic

Uvazujme zobrazeni

T = peosypcost,
Y = gsingcos

z = psin.
kde

#20, p€l{0.2n) (popf. ¢ € {(—m, ) nebo ¢ € {o, a0 + 27) pro & € R),

¥E(—5.5)

Nyni ptimgm vypoctem (rozvojem podle posledniho Fadku) uréime Jacobian tohato
zobrazeni. Plati

cospeosd —psingeosd —peospsing
J{p. . ¥) = sinpcosd peospeosd  —psingsing =
sind 0 peosd

= sin 1 (p? sin 9 cos 19) + peos® { peos” 1‘)) = p* cos 9 (sin? 4 + cos? 9) = p? cos.

Poznamka 2.23. Pro substituci do sférickjch soufadnic se zpravidla rozhodneme,
pokud hranice télesa €2, pres které integrujeme, obsahuje &sti kulovych ploch.

Priklad 2.24. Pro a > 0 vypodtdte integral [, = [[[ (2% + v* + 2*) de dydz, kde
1,

Qo={{z.y.2) eR": ? + ¥4+ 22 S22 A 2? + 97 S 322} .

Beseni. Podminku w2 + 42 + 22 £ 2az lee upravit do tvarn 22 + 4% (2 — a)? € o2,
Mnozina 2, je tedy priinikem koule (se stfedem v bodé (0.0, a) a polomérem «)
a rotacniho kuzcle (viz obrazck).
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X2+ yl+ 2% = 2az|

Zavedme sférické soufacinice
T = §Cos Qo8
y = psin @ cos,
z = psind.
Uvédomme si jedté jodnou, Ze

p2V. @€(0.2r) a de€{-F,

w2
e

Dosazenim transformacnich vztahii do podminck
2P 422 L%z o 2P+ ¢ £ 322
obdrzime
P S 2apsind A pPeos®d € 3p%sin 0,
odkud dostaneme {p 2 0)
p = 2asind A cos® ¥ £ 3sin® 9.
Z prvai nerovnosti obdrzime ¢ € (0. 5) a z druhé ndsledné cos? & V3sin®. Celkem

tedy mame
wel0.2m). de(t i), pe (0 2asind).

Z vét 2,18, 2.10 a 1.22 pak plync

21( ’5‘ 2ee5in? \ % 51 2usin &
= [ \f ] P’ pleosddp | d9 | de = 27?/(:05 i '%} dv =
J }

h

x D s e
z substituce :
2r ” 5.5 ainh sind = u 27 P
=5 / cosd - 27 - a” sin” 9 dd = cosOdd = du 5 32a ' w” du =
; By gel ;
61_ 5 |uf ! 64 ( 1 11 2
= —n0 | —| = — — = | = e,
5 6 T 6 6 64 10




Aplikace viccrozmérnych integrall - fesend priklady

13  Aplikace vicerozmérnych integrala

121. P¥iklad Spoététe obsah rovinného obrazec M ohraniGeného pfimkami y = z, y = 37 a kfivkami
w2 +y? =do,2? +° = 8z

Reseni Nejprve provedeme tpravu rovaice 22 + y? = 42 na tvar (z — 2)? + 3? = 4. Podobné
2% + y? = Bz upravime na tvar (z — 4)% + y?* = 16. Odtud plyne, 7¢ zadané kfivky jsou kruZnice. Viz

Obrazek 51,
Ak
¥

4 -
7 o~ A\
0 4//' N \
4 -
M=x7 ,lf 13
LI~ 4
/ \ e
N .

~—

Obrazek 51: M:y ==z, y= 3z, o2 +y? = du, =2 + 1% = 8z.

Obsah obrazce M uréime zc vztahu S(M) = [ dzdy. Protoge 2 je &sti kruhu, provedeme transfor-
M

maci do polarnich soufadnic. Transformovanim jednotlivich rovnic ziskime, e

T T
1 =Ps 3
dcosp < p < 8cosy

Plati
B rBeosgp i Smmp
// dady = [/ gdgdtp—/ { o doydip = [ [0 4m~=<,9
T Jdcosy

=24/“ cos’ (,od<p=24] —(1+Cos2(,a) dy =12 {(,94——3:1{12\’,0] =7 +3V3 -6
4 'J'

I
a

£l

r 122. Pfiklad Spoététe objem télesa 0 uréeného vztahy 2% + 942 < 22,1 <22 442 + 27 < 4,2 > 0.

Refeni Oblast ) je ohraniena kuZelovou plochou z = /2?2 + 4? a dvéma kulovymi plochami.
Viz Obréazek 52. Provedeme transformaci do sférickych soufadnic, kde

o€ (1,2),
@ € (0,2m}),

/’/" 9 € (0, —)

Objem télesa § uréime ze vatahu V{Q) = [[] dzdyds.
)

27 .
// dxdydz = /[/Q sind dpdpdd = / ot dp- / dy - j sinv dv =
; J1

3 2
= [%Jl ] [—00919]07:; i =—7r(2 V2).

g
RNDr. Jifi Klagka, Dr. UM FSI v Brog, 7. 3. 2006
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Aplikace vicerozmdrnyeh intograld - fedenéd piiklady

Obrazek 52: Q22 +4? <221 <02 +2 +22<4,220

L‘ 123. P¥iklad Spoététe objem télesa § uréeného vatahem /22 + 32 < z < 6 — (22 +¢2).

Refeni  Oblast Q je ohranidena zhora paraboloidem z = 6 — (2 + 4?) a zdola kugelovou plochou
z = /z? + y*. Viz Obrdzck 53. Musime zjistit, v jaké viice se paraboloid s kufclem protnou. Vyfedime
rovnici /22 + 3% = 6 — (2% + y?). Mame z? + 3 + /22 + 4% — 6 = 0. Zavedeme substituci z = 2% 4 32,
Odtud 22+ 2z -6 =0a (z - 2)(x+3) = 0. Refeni z = —3 nevyhovuje. Plati tedy z = 2. Ve viice
z = 2 protne paraboloid ku#cl v kruZnicim x? 4 3? = 4. Provedeme transformaci do véilcovich soufadnic.
Z pfedchoziho plyne, Ze

0 €{0,2),
v € {0,27),
zE (96 - 02>'

Objem télesa  uréime opét ze vatahu V{Q) = [[f dadyd=.
3]

Obrazek 53: Q: /22 +¢42 <2 <6— (x2 +42)

ff dzdydz = f/f o dpdpdz = /02(/02”(/96—92 o dz)dp)de = /ﬂg(j:ﬁ [2'9]?."92 dp)de =

1
= 2?/ (60~ ¢* —¢')do =27 {392 -30° -
40

—
124. Piiklad Spoététe velikost povrchu édsti paraboloidu f(z,y) =1 — 2? — %2, kde f{x,y) > 0.

ReSeni  Velikost povrchu S paraboloidu nréime ze vatahu § = [, /14 (f2)2 + (f1)? dady, kde

M je kruh 2° + ? < 1. Spoéteme parcialni derivace. Plati f, = —2, fi = —2y. Dosadime do vise
uvedendho vztahu a pak provedeme transformaci do poldrnich soufadnic, kde

g€ (Oz 1)1
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