


































PŘÍKLADY K MATEMATICE 3 - VÍCENÁSOBNÉ INTEGRÁLY 9

Ze zvolené substituce si vyjádříme x =

√
u

v
a y =

√
uv a spočítáme Jakobián.

J =

∣∣∣∣ ∂x
∂u

∂x
∂v

∂y
∂u

∂y
∂v

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣ 12 1√

uv
−12

√
uv
v2

1
2

v√
uv

1
2

u√
uv

∣∣∣∣∣ = 12v .
Dosazením do integrálu za x a y a dále |J | = 1

2v
dostaneme∫

M

x2y2 dA =
∫ 3
1

∫ 2
1

1
2
u2

v
dv du =

13 ln 2
2

.

Poznámka: Při řešení předchozího příkladu byl asi nejpracnější výpočet Ja-
kobiánu. Při jeho výpočtu jsme si ale mohli usnadnit práci, kdybychom využili
vlastosti regulárního zobrazení a zobrazení k němu inverzního. Platí totiž

J(u, v) =
1

J(x(u, v), y(u, v))
.

Pro u = xy, v =
y

x
je tedy

J(x, y) =

∣∣∣∣ ∂u
∂x

∂u
∂y

∂v
∂x

∂v
∂y

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣ y x
− y
x2

1
x

∣∣∣∣ = 2yx .

Dosazením za x =

√
u

v
a y =

√
uv pak dostáváme J(x(u, v), y(u, v)) = 2v. Odtud

pak

J(u, v) =
1
2v

.

Příklad 1.23. Vypočítejme dvojný integrál∫
M

y3

x3
dA,

kde M =
{
(x, y) ∈ R2 : 1

x
≤ y ≤ 3

x
∧ x ≤ y ≤ 2x

}
.

Řešení: Množina M je dána nerovnicemi

2
x
≤ y ≤ 3

x
∧ x ≤ y2 ≤ 2x,

tj.

(3) 2 ≤ xy ≤ 3 ∧ 1 ≤ y2

x
≤ 2.

Zvolme nyní substituci u = xy a v =
y2

x
. Dosazením u a v do (3) dostaneme

1 ≤ u ≤ 3 ∧ 1 ≤ v ≤ 2.
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Ze zvolené substituce si vyjádříme x = 3

√
u2

v
, y = 3

√
uv a spočítáme Jakobián. Pro

výpočet Jakobiánu použijeme předchozí poznámku. Je tedy

J(x, y) =

∣∣∣∣ ∂u
∂x

∂u
∂y

∂v
∂x

∂v
∂y

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣ y x

− y2

x2
2y
x

∣∣∣∣ = 3y2x .

Dosazením za x = 3

√
u2

v
, y = 3

√
uv pak dostáváme J(x(u, v), y(u, v)) = 3v. Odtud

pak

J(u, v) =
1
3v

.

Dosazením do integrálu za x a y a dále |J | = 1
3v
dostaneme∫

M

y3

x3
dA =

∫ 3
2

∫ 2
1

1
3
u

v
dv du =

5 ln 2
6

.

Příklad 1.24. Vypočítejme dvojný integrál∫
M

√
x2 + y2 dA,

kde M =
{
(x, y) ∈ R2 : 1 ≤ x2 + y2 ≤ 4 ∧ x ≤ y ≤

√
3x
}
.

Řešení: Při výpočtu tohoto integrálu použijeme substituci do polárních souřadnic

(4) x = r cosϕ, y = r sinϕ a J = r.

V našem případě je M (Obr. 7) obrazem obdélníku N = ⟨1, 2⟩ × ⟨π/4, π/3⟩ jak
zjistíme dosazením za x a y z (4) do nerovnic popisujících množinu M

1 ≤ x2 + y2 ≤ 4, x ≤ y ≤
√
3x,

1 ≤ r2 cos2 ϕ+ r2 sin2 ϕ ≤ 4, r cosϕ ≤ r sinϕ ≤
√
3r cosϕ,

1 ≤ r ≤ 2, 1 ≤ tg ϕ ≤
√
3,

π
4 ≤ ϕ ≤ π

3 .

Použitím věty o substituci ve dvojném integrálu a Fubiniovy věty pak dostaneme∫
M

√
x2 + y2 dA =

∫
N

√
r2r dA∗ =

π/3∫
π/4

2∫
1

r2 dr dϕ =

π/3∫
π/4

[
r3

3

]2
1

dϕ =

=

π/3∫
π/4

7
3
dϕ =

7
36
π .

Příklad 1.25. Vypočítejme objem tělesa, které je ohraničeno plochami
x2 + y2 = x+ y, z = x+ y a z = 0.








