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kiivkou stadi poditat obsah pouze té Casti M, kterd leZl v prvnim kvadrantu a
vysledek nasobit ¢tyfmi. Pro vipodéet integralu pouZijeme substituci do polarnich
soufadnic. Dosazenim (4) do nerovnice uréujici M dostaneme
0 < ($2+y2)2 < .’E2 *'.9'2-.
0 < r* < r¥{cos® ¢ — sin® @),

(7) 0 < r < y/cos? ¢ —sin® ¢ = 1/cos 2.

Z podminky (7) dostavame 0 < r < /cos2¢ a ddle
T 3r o
2 > i ode (== SHYu{=, )
) cos2020, 4. b€ (-7 DU
Podle predpokladu poéitame obsah pouze té Easti M, pro kteron jex > 0ay = 0,
tj.

cosd > O0Asing > 0= € (o,%).

Spolu s (8) tedy dostavame ¢ € (0, 7). Potom

. =14 [ JowTF /4
p(M) = / dA=4f f rdr d¢=2/cos?<f)dq§=1.
M 0 0 0

——

Piiklad 1.27. Vypoditeme dvojng integral

/.(rr:2 + ) dA,

M

Lkde M= {('L,y) e R?: %-I—% < 1}-

Reseni: Protoze v tomto pfipadé je mno#ina M ohranifend elipsou (Obr. 11),
bude vyhodné pou#it substituci pomoci zobecnénych polarnich soufadnic

(9 xz=arcos¢, y=brsing a‘J = abr, |

V zobrazeni (9} (uvaZovaném na mnoZiné (0,+oc0) x (0,27)) méa elipsa
22/a% + y?/b? = 1 rovnici r = 1.
P#i v¥podtu integralu opét stadl, budeme-li integrovat pouze pfes ¢ast M, ktera

lei v prvaim kvadrantu. PouZitim substituce (9), kde a = 3, b = 2, tj.
e

|x=3rcosqb, y=2rsing aJ=06r, T

a dosazenim do M (za podminky = > 0, y > 0) dostaneme

0<r<, quﬁgg.



Odtud

E

/

3

w(M) = / (2 +y°) dA = 4

\-.._____\

2 1
(f (97‘2 cos? & + 4r” sin® f/)) Grdr | do =
0
2

(9cos® ¢ + 4 sin® q‘;) dep = %Evr .
il

Piiklad 1.28. Vypoditejme obsah &dsti kufelové plochy z = /x* 4 y?, kterou z ni
vytne parabolicky vdlec 2% = 2x (Obr. 12).

= 6

O\i <

Redeni: Vime, 7e pro obsah S plochy P, kter4 je ¢sti grafu funkee z = f(z,y),
(x,y) € M plati

10 - i () - (Z) aa

V nasem piipadé je plocha &asti grafu funkee f(z,y) = /22 4 y?. Hranici mno-
siny M najdeme jako (pravouhly) primét priniku ploch z = /22 + % a 2 = 2z
do roviny z =0

V2r =22+ 2, ¢, 2+yt =2z, z=0
Je tedy
M= {(zy) € R?: (x— 12 +9° < 1}.
Mnozina M je tedy kruh se stiedem v bodé (1,0) a polomérem 1. Déle je

f(z,y) z af(x,y) Y

S Nz y:z’ Ay N o
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] T xr

Ptiingm vypoétem zjistime, ze

cost —rsint . .y
)= = peosl 4 orsin?f = r

gint  reost

J{r, 1

Poznamka 1.35. Tuto substituci lze zpravidla s ispéchem aplikovat v pFipadech,
Ze hranice mnozZiny M. pfes kterou integrujeme, obsahuje édsti kruZnic. Vhodnost
této substituce viak také zavisi na integrované funkei.

Priklad 1.36. Vypoétdte integral = [[ xdady, kde @
1%

M={(ry)eR: 220N y20A 122 +y S4}.

fieseni. MnoZina M je Ctvrtina mezikruzi se stfedem v podatku a s poloméry 1 a 2,

Bude proto vhodné zavést poliacai soufadnice
M

\ r=rcost, y= 'rsintl (J{r t) =7r).

Pokusime se tedy mnoZinn M popsat v téchto novych soufadnicich. Vzhledem ke
geometrickému vyznamu proménné ¢ snadno dostaneme prvnf omezeni 0 £ £ <
< Z. Nyni si pfedstavie, Ze ihel ¢ je zafixovin a zkoumejme, jak se mize ménit »
(vzdalenost od poéitku). Z obrizku vidime, Ze 1 £ 7 £ 2. Proto plati

M= {('rcos!.-,rsinf,) ceR% 05t < % AlLErs 2} . (1.2)
Polozme
Qry = (0, 4+00) x (—m,7)
A T
My={(rnt)eR: DSt g SN grgz}



S e T B L
+

/ .

|
|
\
/

!
[
Ak

Reseni: MnoZina M je dana nerovnicemi
r<y<rtiAl-aSy<2 -0,
tj.
(1) 0<y—z<1IAl<Sy+z<2
Zvolme nyni substituci ¥ = y — x a v = y + . Dosazenim u a » do (1) dostaneme

0<u<l Al<ev<l

Ze zvolené substituce si vyjadiime = = (v —u) a y = 3{v + u) a spoditdme
Jakobidn.
0z Da _11 1
— { » — : — o
Ju  Ov 2z
Dosazenim do integrdlu za « a y a dale J = dostaneme

2 4l : 2l
1 . ;
/4:1:9(111: / /(v—’u)(u.+v)-l—(ittd'u= —/ /(vz—uz)dudvml.
s J1 Jo 2 2/ o

Priklad 1.22. Vypoéitejine duciny integrdl

/ .’1:23;2 dA,

Mo
kde M ={{z.y) e R?: 1 <y<3pnp<y<a}

Reseni: Mno#ina M je dina nerovnicemi

1 3
y<—-Ar <Ly <l

1A

-

x

tj.
y
T

(2) 1<gy<2A1<Z <2
Zvolme nyni substituci /u =ﬁ y av = Z/Dosazenim u a v do (3) dostaneme

I1<u<3d Al<n<?
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I'd > . 2 f A E W ’ .4
Ze zvolené substituce si vyjadiime /::: = ﬂx Y ~J Vuv X spoditame Jakobidn.
(4
_

——
P—
gz dz i 1 _ 1w
Je fu Fpo= e T2 .1
. oy Dy - Lov ., L 9,
du v QPTTU 27 uw 2v

. . . . 1
Dosazenim do integrdlu za xz a y a dile J = % dostaneme
2

3 2 2 .
Ny 1wu 13in2
2,2
w4 A s P )
/,{ Y A w-/l -/; 2—_ dv du 5

M

Poznamka: Pii fefeni predchoziho pfikladu byl asi nejpracndjsi vipodet Ja-
kobidanu. Pfi jeho vypoétu jsme si ale mohli usnadnit prici, kdybychom vyuizili
vlastosti regularniho zobrazeni a zobrazeni k nému inverzniho. Plati totiz

i
J(@(u, ), ylu,v))

Ju. v) =

!
Prouw=1uy v= i je tedy

du  Ju y 2y
] _ it { _ : - T
Jzy)= & B = _5 1 =—.

9z Oy x? oz z

, u .
Dosazenim za @ = \/ 52y yvuw pak dostavame J(x(u, v), y(u, v)} = 2v. Odtud

pak
J{u, v) = !
TR Ty
Piiklad 1.23. Vypoditeime ducing integril

3
f % dA,

A
kde M = {(z.y) eR*: 2 <y<Ine <y? <22}

Reseni: Mnozina M je d4na nerovnicemi

2 3 Y
— gyg;/\mgy-g‘zm.
r A
tj.
1}2
(3) 22y <INl =<2

2
. . B! ; .
Zvolme nyni substituci v = xy a v = Y Dosazenim w a v do (3) dostaneme

ik

2<u<ld Al<v<?
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Dvojny integral

]

1

Véta 1.30 (s vyuZitim poznamky 1.33) ddva

2 T, 02
(/-rcost- J{rt) dr | dt = / ([1’2(:()strlr) dt =
1 b

r 0 i

: [} \
z(_/rdr \ /M |-

1

1=

=
[SE]

3 2 1 7
—1 -lsintig = =.
3], [sin. )3 3

L A
Poznainka 1.37. Pokud bychom omezeni (1.2) nedokazali sestavit na zakladé ob-
razku, muscli bychom ho ziskat vypoétem - a to tak. Ze transformaéni vztahy

z =7rcost, y=rsint

dosadime do nerovuosti, jimiz je mnozina M zadana. Ptitom prihlédneme k tomu,
ser = 0até€{—m w).

V nasem piipadé bychoin dostali

reost 20, 7sini20 a 1S rfcos’t+rfsin’t £ 4.
et
T

Z posledni podminky (a r 2 0) ziskdme 1 £ r £ 2 a z prvnich dvou poté dostancme
cost 2 0 asint 2 0. odkud (vzhledem k t € (-7, 7)) plyne, zc ¢ lezi v prvnim
kvadrantu, tj. 0 £ £ = 7.

Piiklad 1.38. Vypodtéte integral 1 = [f 7{7'"7115?575 dz dy, kde
M

r

f}

M={(a:,y)€ﬂ€2: Sys2r A m§$2+y2§3m}\{(0.())}.

Sl

Resdeni
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Dvojny integral

]

1

Véta 1.30 (s vyuZitim poznamky 1.33) ddva

2 T, 02
(/-rcost- J{rt) dr | dt = / ([1’2(:()strlr) dt =
1 b

r 0 i

: [} \
z(_/rdr \ /M |-

1

1=

=
[SE]

3 2 1 7
—1 -lsintig = =.
3], [sin. )3 3

L A
Poznainka 1.37. Pokud bychom omezeni (1.2) nedokazali sestavit na zakladé ob-
razku, muscli bychom ho ziskat vypoétem - a to tak. Ze transformaéni vztahy

z =7rcost, y=rsint

dosadime do nerovuosti, jimiz je mnozina M zadana. Ptitom prihlédneme k tomu,
ser = 0até€{—m w).

V nasem piipadé bychoin dostali

reost 20, 7sini20 a 1S rfcos’t+rfsin’t £ 4.
et
T

Z posledni podminky (a r 2 0) ziskdme 1 £ r £ 2 a z prvnich dvou poté dostancme
cost 2 0 asint 2 0. odkud (vzhledem k t € (-7, 7)) plyne, zc ¢ lezi v prvnim
kvadrantu, tj. 0 £ £ = 7.

Piiklad 1.38. Vypodtéte integral 1 = [f 7{7'"7115?575 dz dy, kde
M

r

f}

M={(a:,y)€ﬂ€2: Sys2r A m§$2+y2§3m}\{(0.())}.

Sl

Resdeni
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Provedeme transformaci do polirnich soufadnic. ProtoZe pro kazdé (z, y) € M plati
x> 0ay>0, zcvztahl o = reost, y =rsint (ar 2 0, £ € {0,2m)) plyne ¢ € (0, %)
a7 > 0. Z podminky 'fj <y £ 2z plyne

reost

V3

< rsint £ 2rcost,

odkud

1
S5 St8ts

tj. £ € (Z.arctg 2). Podobné, z podminky x € 22 + 4% < 3x obdrzime
] 3 g N \ Yy

reost ;r;‘)‘ cos” L+ 77 sin ¢ < Jrcost,

-
:
2

co% dava nerovnost cost S 1 S Jeost.
Polozme
Q= (0, +00) x (0. 27)

My ={(rt) e R t € (T, arctg2) A cost <1 < Jcost).
3

r.

ta
5

arctg2 ]

o ¢



24 Dvojny integral

Podle véty 1.30 a Fubiniovy véty 1.22 mame

arctg 2

arclg? , deost Jcosl
. 1 1
I'= ] ( crdr ] dt = / ( / —dr | dt=
i
T (.&'.'SL

(r%cos?t + r2sin® £)?

& vost ";
arctg 2 Y Teos b arctg 2 1 | ) arctg 24 !
QT'QLHCM ; / 2 (Qcos'zf. cos? t) 9 cos?t
4 gz A 4 V3 8 43
= [tgt]y ¥ = = t;":r':l.r2—-tr——)=~(2-~——— == = =
58l 5 (tetarcig?) —t55) = 5 3)767 %
A

Domadei cvideni 1.39. Pokusle s¢ na omoezoeni
te(f arctg2) a cost X r < 3cost

z piedchoziho prikladu prijit pouze na zdkladé geometrické nivahy.

1.4.4 Substituce do zobecnénych polarnich soufadnic
Tentokrit uvaZujme substituci

r=a-rcost,

y = b rsint,

kde a. b > 0 jsou konstanty, 7 2 0at € {0, 2n) (popf. t € {(—n,7) nebo t € (e, a+27)
pro o € R).

Primym vypottem opét zjistime

acost —arsint

. =ab- rcostt+ab-rsin’t=ab-r.
bsint  breost

J(r.t) =
Poznamka 1.40. Substituci do zobeenénych polarnich soufadnic zpravidla pouZi-
vame, pokud hranice oblasti, pfes kteron integrujeme, ma elipticky tvar (a, b jsou
poloosy zminéné clipsy).

@ Piiklad 1.41. Vypoitéte integril [[(x — 2y) dxdy, kde
M

Kesdeni
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2
P ; Lo g af U ¥ .
Ze zvolené substitnce si vyjadiime x = {/ —. y = Juw a spo&itdme Jakobidn. Pro

v
vypocet Jakobidnu pougijeme predchozi poznamku. Je tedy

e B . 2
g e Oz By y By
J(z,y) = oy ow = R Yy =
8 Dy ¢ =z T

Dosazenim za z = \/ —, ¥ = Juv pak dostavame J{z(w. v). y(u. v)) = 3v. Odtud
pak

Hw,v) = 3y

. . . 1
Dosazenim do integrélu za x a y a dale J = 5 dostaneme

f dA = //——(1&(1(;»« 512;2.

'Priklad 1.24. Vypoditejme dvajny integrdl

/x/m2 +y2dA,
M

kie M = {(z.y) eR?:1 <2+ <dAz <y < Viz),
Redeni: Pii vipodtu tohoto integralu pouZijeme substituci do polarnich soufadaic
(4) T=rcosd, yYy=rsing aJ=r

V naem piipadé je M (Obr. 7) obrazem obdélniku N = {1,2) x (w/4, n/3) jak
zjistime dosazenim za x a y z (4) do nerovnic popisujicich mnozinu M

12y <4, T2y < Vi,
1 <r?eos? ¢+ r?sin® ¢ < 4, reosed < rsing < /3rcos @,
1<r<2, 1<tge < V3,
IS9s 3

Pouzitim véty o substituci ve dvojném integrilu a Fubiniovy viity pak dostaneme

x/3 2
_/\/a:2+y2dA = /\/—rdAL /f __] dé =
A ®/4 1 /4
w3
7 7
- [zt
/4 =~y

Ptiklad  1.25. Vypodilejme oljern  télesa, kleré e chramideno  plochamn
Bty zemadyaz=0,
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postupné dostaneme

0 < r?{cos’ ¢ +sin @) < r(cos ¢ + sin ¢),
0 <r < (cosd+sing).

Z podiinky 0 < v < cos ¢ + sin¢ pak plyne ~3 < ¢ < %’r Odtud

3rfd  cosdebsing
/(:c-’ry} dA = / ( [ (r2(cosgb—§—sinq‘))) dr | d¢ =
M —w/4 0
x/4
e .;-.lj f (COS (Ii) i. Sill. (}5)'1 lJ(J}) e g .
w4

V tomto pfipadé je viak vypodet posledniho integralu slozit&jsi ne# pii substituci

(6).

rs
™
.

VTR B U1 N TN ]

G
AL
-K'—-':z.é AN, o
...{)r .
- \\
Obr. 10

Priklad 1.26. Vypocilejme cbsah mnozing M, kicrd je ohranicend lemniskdtou
(@2 +y?)? = a® — y? (Chr. 10).

Reseni: Pro obsah mnoziny M plati
p(M) = f dA,
M
kde v nagem piipadé je
I am= {le.) e R?: (2* + P < & ~ y*}.

Z rovnice lemniskaty je videét. Ze tato kiivka je symetricks ¢ osy x i podle
osy ¥ (je sudd v obou proménnych). PE vypodtu obsshu plochy ohranidenéd touto
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kiivkou sta¢i pocitat obsah pouze té dasti M. kterd leZi v prvnim kvadrantu a
vysledek nasobit ¢tyfmi. Pro vipodet integralu pouzZijeme substituei do polarnich
souradnic. Dosazenim (4) do nerovnice urénjici M dostancme

OUracil

0< (P +y")? < -y
0 <r* <r¥cos® ¢ —sin’ @)

H

(7) D<r< \/ cos? ¢ — sin’ ¢ = v/eos 29,
7 podminky (7) dostavame 0 < r < /cos2¢ a ddle

3 |
(8) 0826 >0, . @€ (—7, U= ).

Podle predpokiadu poéitame obsah pouze té ¢asti M, prokteroujex > 0ay > 0,
tj.

cosgp > 0Asing > 0= ¢ € (0. g)

Spolu s (8) tedy dostavame ¢ € (0, T}. Potom

xjd { VoS \ wf4
(M) = f dA = / / rdr  dg = 2/(105 2pdg = 1.
A o \ 0 } 0 ©

Priklad 1.27. Vypoditejme dvcing integrdl

/ (z* + y%) dA,
M

kdf: Arfl = {(‘T:"y) ERQ : % + % <_: 1}‘

Reseni: ProtoZe v tomto pfipads je mnoZina M ohranicens. elipsou (Obr. 11),
bude vyhodné pouzit substituci pomoci zobecendénych polarnich soufadunic

{9) z=arcosd, y=brsing aJ=abr
V zobrazemi (9) (uvaZovanédm na mnoziné (0. -Foo) x (0,27)) ma elipsa
‘ ; p
w2 fa® + y? /b = 1 rovuici 7 = 1.
P vypodta integralu opdt stact, budeme-li infegrovat pouze pies cast M., ktera
Y 24 I ; 24 i i :
lezi v prvnim kvadrantu. PouZitim substituce (9), kde @ = 3, b= 2, {}.

= 3rcosg, y=2rsing aJ=br,

a dosazenim do M (za podminky = > 0, y > 0) dostaneme



56 KAPITOLA 3. SUBSTITUCE V DVOJNEM INTEGRALU.

Nyni mame dokédzano tvrzeni v pfipadé nezaporné funkee f. Je-li f obecna, napiSermne
Ji jako rozdil kladné a zdporné casti, f = f, ~ f_, kde

Jy =max{f.0}, a [_ = max{-[ 0}.

Aplikaci jiz dokazaného tvezeni na (nesdporné) funkee f, a f_ dostaneme obecny piipad.

Pozndmka 3.13. Predpoklady ve Vété 3.12 bychom mohli zeslabit na to, Ze funkce f maze
byt spojitd jen na voititku ®(7") a transformace ® by stadila byt t¥idy C! pa voitika 7.
Pouzili bychom stejny ,nafukovaci princip® pro vyplnéni mnozin 7' a ®(7") jako na konci
Kapitoly 2, viz (2.11).

Jedté neg prikrodime k pikladim, vritime se na chvili na zacatek této kapitoly, Zavedli
jsme tam polarni soufadnice a protoZe pomérné fasto se s vihodou pouZivaji, vypodteme
si jejich jakobidn. Pfechod k polarnim soufadnicim reprezentuje zobrazeni

oCOs P

psin g ) 020, e (0.2m).

slo.0) = (

Jacobiho matice je pak

e

Z -1 o
i vy sing gcosd

%) _ (cc)sd) —gsinnp).

Odtud jakobian
Ag = det Jo = pleos? 4 sin? ) = g,

3 Cviceni.
Uloha. Vypodtéte integral

kde 1" jo mnoZina omezena kiivkami 2% 4 4% =4z, 2 + y? = 8. y= 2 ay = 2.

ReZeni. MnoZina 7' ma tvar ukizany na obr. 3.6(a).
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Y = 27 ”

Qbr. 4.6.

Piejdeme-li k Wﬂ T = pcosiy a y = psing, pak integrovana funkce
bude mit tvar 1 1

(2cos? o + p?sint )2 o

Stejué tak rovoice kiivek omeznjici mno#ime 1" budou mit v polarnich soufadnicich vyjé-
dieni

g cos o+ g am w = 4dpcosy . p=4cosy

g coa? @ + p?sin? w = 8pcosy tj. p=8cosyp
asing = geose  tl tge =1
psing = 2pcosy Gl tEe =2

MuoZina T" je tak v poldrnich soufadnicich uréena poZadavky ¢ € {arctgl arctg2) =
(/4 arctg 2} a p € (dcosp, 8 cos ). Protode jakobian je g, miFeme podle Vity 3.12 psat

arctg 2 8 cos q: arctg 2

- 1 Bcos

-// (22 Uz)‘z / / pryi dedy = _/ —2—9'5}“0699 dig =

r wj1 doosy /A
archg 2

" 4 9 4
= PES— 17 B R { 1 arctg2 __ '

/ 138 cosi © 198 ltg el 58
il

Gloha. Vyjadiete integral

v poldrnich soufadnicich pfi obou moZnostech pofadi integrace.

Reseni. Nejprve musime zjistit tvar oblasti 1" pfes kterou se integrace provadi: z tvaru
mezi u vodj§iho a vnitfniho integralu vidime, Ze

0<y<1, 0<e <2~



II1.4. Substituéni metoda pro dvojny integrél

P#tklad 300. Rozhodnéte, zda integral f f arctg % dzdy, kde D = {[z,y] € By :
D .
22+ y? <1, y > 0} existuje a v kladném piipadé jej spoéitejie.

Redent : v
- v Funkee f(z,y) = arctg; je nespojitd na ose y

(tj. z = 0). Nicméng, mnoZina D je méfitelnd a
funkce f je na D omezen4, nebot

larctg %I < % pro viechny body [z,y] € E;.

Proto dany integral existuje. Vime, Ze

f/;f(z,y)dxdy=/L(u’”)f(z(u,u),y(u,u))|J| du dv.

Zde pouZijeme transformaci do polarnich soufadnic.

z=rcosp 0<r<1 -
ff arctggdzdy= y=rsing | 0g¢<&n =/ (f <p-=,rd1") dp =
D z 1- 0 0 .

J=r
x 1 x 2. 2
= [ewe [ =51 B

® Vypotitejte integraly :

Ptiklad 301. ff Vi +y2dzdy, D={[z,y] € By : > +y* - bz <0}, b >0
b .

Redent :

' Priklad 302. f/ In(l1+z®+ ) dedy, D: 2> +y* <a®, 250
. D

Resgent :
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, . . s 1ws U vy 2 .z
Ze zvolené substituce si vyjadiime z = \/j a y = y/uv a spocitame Jakobian.
v

Oz Oz 1 1 _l\/lzTU 1
-5 &|-| 7 IE |-
Ju  du 2V 2o v
1
Dosazenim do integralu za = a y a déle |J| = o dostaneme
v
3 29,2
1 13In2
/a;zdeA— /—u—dvdu— ne
1 )1 2w 2

Poznamka: Pii feseni predchoziho prikladu byl asi nejpracnéjsi vypocet Ja-
kobianu. Pii jeho vypoctu jsme si ale mohli usnadnit praci, kdybychom vyuzili
vlastosti regularniho zobrazeni a zobrazeni k nému inverzniho. Plati totiz

1

J(U,U) = J(Q;(U, U),y(u,v)) ‘

Pro u =2y, v = J je tedy
x

u  Qu Yy T 2y

_ | 0 0 _ —
ven-|§ B |-y 7]-2
oxr 0Oy z2 T

Dosazenim za © = \/E a y = /uv pak dostavame J(x(u,v),y(u,v)) = 2v. Odtud
v
pak

1
J(u,v) = %

Priklad 1.23. Vypocitejme dvojny integral

3
)
[La

M
kdeM:{(x,y)€R2:§§y§%/\a:§y§2x}.

Reseni: Mnozina M je dana nerovnicemi

2 3
S<y< S Az <y < 2n,
T T
t].
2
(3) 2<apy <3Nl < =<2
x

2
Zvolme nyni substituci v = zy a v = Y~ Dosazenim u a v do (3) dostaneme
x

1<u<3 Al1<v<2
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U2

, . . P 124 3 N .z
Ze zvolené substituce si vyjadiime x = {/ —, y = Juv a spocitdme Jakobian. Pro

vypocet Jakobidnu pouzijeme predchozi poznamku. Je tedy

Ju  Ju 2

o || Y T|_3y
J(:r,y)—‘@ a_%‘—‘_ﬁ 2y | =

or Oy 2 =z z

2
Dosazenim za z = {/ u—, y = /uv pak dostavame J(z(u,v),y(u,v)) = 3v. Odtud
v

pak

1
J(u,v) = 30

1
Dosazenim do integralu za x a y a déle |J| = 3 dostaneme
v

3121 In2
/y—dA //—Edvdu:f)n .
9 J1 30 6

Priklad 1.24. Vypocitejme dvojny integral

[ VaTriaa
M

kde M = {(a:,y) ER?: 1<+’ <4na<y< \/593}
Reseni: Pfivypoctu tohoto integralu pouzijeme substituci do polarnich soufadnic
(4) r=rcos¢, y=rsing aJ=r.

V naSem ptipadé je M (Obr. 7) obrazem obdélniku N = (1,2) x (n/4,7/3) jak

zjistime dosazenim za x a y z (4) do nerovnic popisujicich mnozinu M

1 <a?492 <4, z <y <+/3z,
1 <7r%cos? ¢+ r?sin? ¢ < 4, rcos ¢ < rsing < v/3rcos o,
1<r<2, 1<tgo < V53,
T<p<T

Pouzitim véty o substituci ve dvojném integralu a Fubiniovy véty pak dostaneme

w/3 2
3 2
/\/x2+y2dA = /\/_rdA* //r drdeg = /[ } do =
M m/4 1 /4
7r/3
7
7r/4

Priklad 1.25. Vypocitejme objem télesa, které je ohraniceno plochami
P4y =r+y, z=x+yaz=0.
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Piiklad B. Vypoététe [{z?+y?) dzdy, je-li M ohranifene piimkami
M
y=0z+y=1ay—z=1 (viz obrazek 2.4 vpravo).

Reseni. Podle tvaru oboru integrace usoudime, e bude vyhodnjsi
nejdifve integrovat podle = a pak podle y (tj. vnifn{ integrdl podle z a
vndj§i podle y). M je definovano nerovnostmi 0 <y <la-1+y <z <
1 — y. Podle Fubiniovy v&ty pak méme

1 1-y

2, 1y 1
/(x2 +y2)dzdy = f ( /(m.z-lfyz)d:c) dy = / [? +y2:|:]v_1 dy = 3
M 0

¢ y-1

Slo by také postupovat tak, e bychom mnoZinu M rozd8lili na dva trojihelniky
{jeden vprave od osy y a druhy vlevo) a hledany integril bychom-dostali jako soufet
integrald pfes tyto trojihelniky. A integrily pfes trojihelniky uZ midZeme poditat i
tak, Ze nejdfiv integrujeme podle y. Provedte za cvitenf a porovnejte oba postupy.

Piiklad C. Vypoitdte [, zdzdydz, kde M je Ztyfstén, omezeny
soufadnicovymi rovinami a rovinou z + 2y + z = 1 (viz obrizek 2.5
vlevo).

OBR. 2.5

Redeni. Priimétem &tyfsténu do roviny z = 0 je trojihelnik I}, ome-
zeny osami T a y a pfimkou z + 2y = 1 (viz obrézek 2.5 vpravo). Podle
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Fubiniovy véty je

1—-z—2y
/xdzdydz:/:n( / dz)dxdy:/m(l—m—2y)da:dy=
M »p o p '
1 (1—=)/2 ) 1 (1-2}/2
_ Cxe = [aly—ay_o2]" g L
= /:z:da: / (1-2—2y)dy /:c[y Ty — Yy ]0 dz = TR
i 0 0

Piiklad D. -Vypoététe ploiny obsah ﬁ(D) Shsti D roviny, omezené
hyperbolami zy = a, =y = b, 0 < a < b a parabolami y? = mz, y* = n,
0<m< n.

Reseni. Zyolme transformaci soufadnic ¥ danou rovnicemi zy = u,
¥*/z = v, kde u, v jsou kladna. Zobrazeni je prosté, nebot je z = §/u? v,
¥ = Y/uv, novy obor integrace je obdélnik ¢ < © < b, m < v < n. Pro
Jacobiho determinant dostivame

8z Bz 1

J=low B %u'§’u_3 —%u?ur—g _l
B %& %,,E - %u_gvi %u%‘% T 3w’
a je proto
| 1 dudo 1 [ |d
e UGy v 1 - T
D = d = - = - _— = = -_— —).
woy= fasay=g [ FE 2 fa [ 2Ly
D a m

¥-iD)

Piiklad E. Vypoététe ploiny obsah parabolické Gsele D, ohraniée-né
parabolon (z/a +y/b)* = z/a— y/b a osou z, kde a,b jsou dan4 kladna
tisla.

Redeni. Zvolime transformaci soufadnic % danou rovnicemi u = z/a+
¥/b, v = z/a ~ y/b, neboli z = a(u +v)/2, y = blu —v)/2. V novych
soufadnicich ma parabola rovnici v = u?%, osa = se zobrazi na primku
% = v, Jakobidn transformace je roven J = —ab/2, a proto méme

1 u
ab 1
u(D) = ?/du/_dv— Eab.
0 g2
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