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Teorie

Definice 1 (Diferencovatelné zobrazenif). Necht G C R™ je oteviend mnozina a ¢ =
(¢1,---,¢m) : G — R™ je zobrazeni diferencovatelné v bodé x € G. Matice linedrniho
zobrazeni ¢'(t) se nazyva Jacobiho matice zobrazeni ¢ v bodé t. Je to tedy matice

(52 0)r

Jj=1,..,

Zobrazeni ¢ : G — R™ nazveme reguldrni, jestlize ma spojitou derivaci (tj. spojité
vSechny parcidlni derivace) a jeho Jacobiho matice ma vsude v G hodnost n.

Definice 2 (Jakobian). V této kapitole se budeme zabyvat moznosti zdmény proménnych
v integralu prostrednictvim zobrazeni ¢ : G — R™. Budeme tedy vySetfovat jen piipad

m = n. Pak je Jacobiho matice ¢tvercova a jeji determinant nazveme jakobidinem
zobrazeni ¢ v bodé t.

Véta 3 (o substituci). Necht G C R" je oteviend mnoZina a ¢ : G — R™ je prosté
requldrni zobrazeni. Necht u je funkce na M C p(G). Potom

[utwdo= [ el a
M e~ 1(M)

pokud alesponi jedna strana md smysl. (Pripomenme, Ze aby integrdl mohl mit smysl,
je mj. nutné, aby integracni obor byl méritelnd mnoZina a integrovand funkce byla
méritelnd)
Piiklady 4 (Poldrni soufadnice). Necht
r 2
G:{ 6R:r>0,—7r<oz<7r}.

0}

Zobrazeni ¢ : G — R? dané piedpisem
x(r, a)
ot = ()
z(r,a) == 1 cosa,
y(r,a) :==r sina
se nazyva zobrazent poldrnich soutadnic.
Véta 5 (o poldrnich soutadnicich). Necht ¢ : G — R? je zobrazend poldrnich souradnic.

Potom ¢ je prosté requldarni zobrazeni a Jo(r,a) = r. Je-li M C R? a a u funkce na
M, potom

/ u(z,y)dedy = / u(r cosa, r sina) rdrda,
M Gnyp—1(M)

pokud alespon jedna strana md smysl.



Postup vypocti:

/M f(z)dz

1. volba substituce

2. ovéreni predpokladu véty (hlavné regularita)
3. vypocet J,

4. urceni ¢p—1(M)

5. vypocet integralu

/ ()] Ja(b)]at
e~ (M)

Priklady
1.

1
——dA
/M Va4 y?

kde M = {[z,y] € R?, 2% + y* < x}

/ (z* 4+ y*)dA
M

/ zdA
M

kde M = {[z,y] € R?, 2,y > 0,1 < 2% + ¢y < 4}

/ z?y?dA
M

kde M = {[z,y] e R%,1 <2y < 3,z <y < 22}

1
——5dA
I

kde M = {[xz, y] E]RQ,i3 <y<2rx<a?+y?<3z})\(0,0)

6. Spocti miru mnoziny M = {[z,y] € R?, (z + y)* < az®y,z >0}, a >0



/ Va2 +y?dA
M

kde M = {[z,y] € R?,1 < 2?2 +y% < 4,0 <y <3z}
8. Vypocitejte obsah plochy ohrani¢ené lemniskatou

(1,2 + y2)2 — 1,2 _ y2

1
———dA
/M (22 +y?)?

kde M je ohranic¢ena krivkami 2+ y2 =4z, 2+ y2 =8x,y=ux,y=2x.

10.
/ arctan gdA
M x

kde M = {[z,y] € R*, 2> +y* < 1,y > 0}

11. miru M, kde M je ohrani¢ena kiivkami zy = a, zy = b, y
0<a<bal<m<n.

12. X
/ YdA
M T
kde M = {[z,y] e R?,1 <2y < 3,z <y < 2z}
13. ) )
|
/ n(a; +:g )dA
M Tty
kde M = {[z,y] € R*,1 < 2* + 4%y > 0}
14.
sin /22 + y2dA
M
kde M = {[z,y] € R?, 72 < 2% + % < 4n?}
Substituce
1. polarni

2 2

2. x=rcos’a,y=rsin“a, a € (0,5), r € (0,00)
3. zobecnéné polarni, z = arcosa, y = brsin«a

4. u=u=xy, v=y/x

D.

Inverzni jakobian

2

= mx, y

2

= nz,



