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PRIKLADY K MATEMATICE 3 - VICENASOBNE INTEGRALY

ZDENEK SIBRAVA

1. VICENASOBNE INTERGRALY
1.1. Dvojné integraly.
Priklad 1.1. Vypcéitejme duojng integral

2
/ L _dA.
34yt

M

kde M = (0,3) x {0,1).

Reseni: Funkee f(x,y) = % je na obdéluiku (dvojrosmérném intervalu) M
spojitd. Uzitim Fubiniovy véty pfevedeme dvojny integral na dvojnasobny integral
{pti¢em? nezaleZi na pofadi, ve kterém budeme integrovat) a postupnou integraci
dostaneme

31 3
x? x? x? ¥ we=
- ~dA = //Wd; dx _/ ez ArcH m——] de =
/ 3+ y? g Y V3R =0
M 0 0 0
_ T 3 24y — 3 .
18 2
0

Priklad 1.2. Vypaditejme dvojny integrdl

/ TsinydA.

M
kde M = {1,2) x {0,7/2).
Reseni: Funkce f{x.y) = zsiny je na M spojitd. Pomoci Fubiniovy vty opét

pfevedeme dvojny integral na dvojnasobny. ProtoZe meze pro x iy jsou konstantui,
opét nezdlezi v jakém pofadi budeme integrovat. Postupné dostaneme

Date:
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w2 2 wf2

=2
1 .
/:f;sinydA = /]:ﬂsinydm dy = ] §J:2 sm’y] dy =
M 01 0 el
w/2
3 3
= - [ sinydy= .
5 f sinydy = 3
0
LPE*iklad 1.3. Vypoditefte ducing integrdl
/ iy d A,
M
kde M = (0,2) x (1,2). Vysledek: 4
Piiklad 1.4. Vypcditejte ducjng integrdl
f " ydA,
M
kde M = {0, 1) x {0,4). Visledek: 8(e—1)
Priklad 1.5, Vypoditejte duvcing integral
i
—— dA,
/(1+I+2y)'* |
M
kde M = (0,1) x {0,4}. Visledek: 3
Priklad 1.6. Vypoditejte docing integrdl
/ Ty e dA,
M
kde M = {0,1) x (0,2). Vysledek: 2
Piiklad 1.7. Vypoditejle dvoyng integrdl
f xy? sin (2 + y) dA,
M
kde M = (0. /7) x {0, 7/2). Visledek: m? — 2
Priklad 1.8. Vypodilejme dvoyng integral
/ zy dA,
M
2

kde M je mnoZing chranidend kfivkami y = —x a y = & ~ 1.
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u/ spofitejte piiklady v 5,42 pomoci subatituce (pokud je to vi¥hodné).

x

5,70.{ Dokaite ndasledujicf tvrgeni:
2
ﬂf“’{[‘ﬂa‘]EE:ii §+§+§‘$1} =
W22 L4
{ - + Ydx dy dz = E 7 abe
W e ¥ & > '
b/ ll=-{[x,y,z] € By ¥ +y 5 2ag, xz+y2+=2=3a2 }=>
{./7-( x.+y+s)zd.xdydz = .{’I/(.‘¢2+y2+22) dx 4y 4z =
5
= -"—;-‘l as /3 - 2,
e/ H={[z,y,z]€ﬁ3; y2+zz"-‘xz,xzo, 12+y2+:2§R2}
5
.gf(xzwyz'«z‘?)dxdydz =£.§_ (2- /2,
4/ M Jje omezena (i + 3 + 392 = arfy , ==0"_if-’égﬁ dx &y dz =
= 2
144 ?
»
e/ u={[x,y'z]EE3 xZO, yZl,z?.l, wisl}ﬁ
” e
./-ZZ; eﬂz.xzydx(brdz=—5-1
urvt
Hveate substituei x=u, y = 3? , 2= M'_J’
£/ K je omezens xz*y2+22=4 . xa+y2=3s=>_/fsdxdydz=
. ' M
= ' '
= = r.
Fubiniovy vé&ty lze téZ uZit k vypodtu Aékteryt.t.h integrdld.
ketodd, podle kterd budeme v ndsledujicich p¥fkladech postupovat,
se nikdy ¥iké “integrace podle parametru®.
oo
5,71,  SpoStite integrél I(a,b) = af arglg 8x - ayetg bx 4o @

(viz t6Z pF. 6,44 . )

H Lehko zjlstite viz obdobny piikled 3,42 - fepro a =<0, b > 0

anebo pro a > 0, b £ O integrdl I(a,b) diverguje. Bud tedy
a>0, b>0 ,nechi napi. je b ¢ a .
UvaZujme ndsledujici integrdl I ,

I.-.[’/f‘ d dx@y,kde K ={[x,y]e By X €(0,+00 ) ye(b'a)}

1+12y2
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Funkce Je spojitd a kladnd na mno¥ind X , tedy - 2 € X,
l+x yz ' 1+x2y
a miZeme poufft Fubiniovu vitu.
Dostdvame
I-= '[jl/f. 1 [ —-L) d.! =
) 1+z? 1*x2y
[ ] /‘ arctg ax-arctg bx dx =
=/ e
4 yhb e
I
= "I{a,b) ,
na druhé. stran®, provedeme-li integraci v obrdceném pofadi,
a x=+0o0
[/‘_—2—2'6‘"@ f(_/—l—dx)dy /[m]x=o dy =
s 1+x y
‘J' >
= - ' = X e
2y > log o
Odtud vyplyvd, %e
- T
I (a,b) =1 = -z.logg ’
V praxi oviiem funkel —‘—;'—2 a mnofinu M musime nalézt, obyleiné
. 1+x%y
poatupujeme takto:
y=a &
arctg ax-arctg bx _ | arctg yx L f 7 (grcgg ¥X ) dy =
b 4 - X ¥=b b 33 X

i ‘-ﬁ/ﬁ 1+:.r2x2 dy_;ﬂ

Z uvedendho pi{kladu bylo vidit, v Sem.spoéivd metods integrace podle pa-
rametru. Oklikou pies dvojny integrdl. se ndm podafilo spodfitat integrdl,
s kterym bychom si jinak t¥iko v&d3li rady. Jiné zplsoby vipo¥tu téchto
integrdld, pomoci metody derivace podle parametru, Jsou uvedeny v nédsle-
dujifef 6. kapitole.

5,72.

DokaZte, Ze _[‘h—i dx = log E—ﬂ pro a€(-l,+4@ ), @

logx +1
b E(-1,+m ) .

u_l/ Zjiatéte Jako cvideni, fe integrdl konverguje, prévé kdy: a = b

]

snebe a} -1, b -~1l.

2/Bud -1<¢a { b, Potom

-u‘_-



x°-=* =’ [ ol J = - v/fd_g_ ( x } ay = g/ﬂ&xy ay .

logx logx J Y8 a 7y logx
Ukaite, %Ze na integral

J:deay, M= {[xy] €E ; x€(0,1) ye(a,b)}

-

miiZete pouf{t Fubiniovu vE&tu, dostanete

LA 1 7 )
D/P f:iii ax ,1é7r xax dy =&/ﬂ ( {{”:y dx) dy = log EE% .

[

5,73. | Pozndmka:

Specidlni volbou hodnot &,b doptAvéme z‘minuiého pfikladu napf.

L4
J/ﬂ x1 dx = leg2 (b=1, a=0),

) logx
/ f—l =108%(b=%’ gBO)’ﬂtd-,
ogx

kterésto integrdly bychom agl jinak t8Zko po¥itali.

5,74. Ukaite, Ze

xr
z a+ i dx
J/ﬂ Yog b 8in x . = 7 aresin E pro O {b =

/ a=b gin x sinx

li A/ PouZijte vztahid

1
1/ log HRERX 1 . o,y . A
a-b sin x sinx ? az—bzy2 sin’x

pro 0 { b % a ,

L1 ®
2/ ——5—5— €%y pro m = {xle s
a=by sin X

xE(O,‘g), y € (0,1 } ,

"z

d

Ve & . L L pre [al> sl .
A" = B sln 2z A

B/ Pou®ijte té€% vztahu
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Ghbr. 3
2 y+2 z i P
/:c2yd.4 = f/:;;?ydmdyzf gway] dy =
M J1 g2 21 7=y
/ 1 603
= [z 2)* — ) dy = — |
‘/3:0((y+ V=) dy = —
21
f\Pf'iklad 1.11. Vypodileyme dvcgng integril
[ +van
M

kde M je mnofina chranidend kvivkeu © + y = 1.

Redeni: Hranieni kfivkou mnoZiny M je lomena &ra, s vrcholy v bodech (1,0),
(0.1). (~1,0) a (0,-1), (Obr. 4). Funkee f(z.y) = 2? + 3® je na mnoZingé M
spojita a nezdpornd. Z definice dvojného integralu [ f(z.y) dA vime, Ze jeho geo-

M
metrickym v{znamem (za pfedpokladu, Ze funkee f je na M spojita a nezaporni)
je objem valeového télesa (Obr. 5)

O={(z.y.2)erR*: () e MAO < 2 < [f(z,9)} .
Teleso, jehoZ objem méme poditat (&ast hranolu jeho osa je rovnob&ina s osou

z), je symetrické podle rovin z = 0 a y = 0. Stadf tedy pocitat pouze pies &ash
mnozing M leZici v 1. kvadrantu. Vysledny integril bude étyFndsobkem takto
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vypoditancho integralu. Je tedy

1

I 1 =
A3jy=l-x
/(w2+y2)d/1 - 4//($2+y2)dydw=4/ yw2+%] de =
M o 0 0 y=0
1
, 1-z) 2
s f(20-n+ ) g2
/ (r (1 - )+ 3 ) x 3
0
Priklad 1.12. Vypoddilejle dusjny inlegril
/ (2 + y)dA,
M
kde M ={(z.y)eR?*:2>0Ay>0Az+y <3} Visledek: 27/2
Priklad 1.13. Vypaditejte dvojny integral
/ vy — y2dA,
M
kde M = {(z.y) e R?:0<y< 1Ay <o <0y Vysledek: 6

Piiklad 1.14. Vypoditejie duemy iniegrdl

Y
14,

M

kde M je uzaviend mnofina chranidend kiivkami y? = 2x a y = 22,
Visledek: In(5/4)



—

Vybrane partie z matematiky 45
Y Y

¢) [ff yeos(z+x)dudydz, kde M je chranicena plochamiy = V2, y =0, 2 =0, vtz = I,
M
) MnoZina M je shora ohranitena rovinou x + 2 = 3,
"z dale soumdnyrm rovinami a parabolickou valcovou plo-
chon y = /z. Promét do soufadne roviny xy je shora
iT2

ohrami&en grafem funkce y = /x, dale osou x a pFimkou
z = 5. Proto plati

[/ [ yeos(z + 2)drdyd: =
2 } M
X o ™, x JF 5o
el ~ ¥ b g PR
Y f (/ (/ yeos(z + x)dz | dy | da =
0 0 0

S H Ve
( lysin(z +2)])..¢ dy | dz —f ([ y(1 — sinz)dy | dr =
o \Jo
f% (- 1 1| + it
= z(l — sing)dr = = FCOSE —sinw| = — — =
L 2 Jy 2 P P T

Cviceni
V nasledujicich piikladech vypoéitejte zadane integraly

Piiklad 8 | [ dady, kde B je mnozing ohranicena promkamiz = 3, = 5, 3z—2y+4 = 0,

- lJ 4

Jr—2u+1=0. 3]

Priklad 9 [{{2z + 3y + 1)dwdy, kde B je mnczina ohraniéena parabolow y* = 2x a jep
;

tetivou jdoucr body A = (2, -2), B = (8.4). |187¢]

Piiklad 10 [fdzdy, B={{z,y) e Ry > 2% y < 4~ 2%} 6 7
B 15V

Priklad 11 [ zy*dady, kde B je mnozina chranicena parabolou y* = 2px a primkou
B

r=1Ek

Priklad 12 fff azydrdydz, kde B je mnozing chranicena plochami z =xy, t+y =1 a

z=0. 118()]

Priklad 13 [ dudydz, kde B je mnezing chranicena plochomi z = 2y, y = /x

a rovenami n ;; y=23=0z=0 |"’§]

Ptiklad 14 [[[ dzdydz, kde B je mnczina ohranicena plochami z = 1—42%—y* a z = 0.
H

Priklad 15 [f[ xyz dzdydz, kde B jc mnozina chranicena plochamiz =1, y =12,z =y
B

. . . ) 1
a scuradnymi rovinami, IX;’;]
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Priklad 1.91. Vypoditejie trojny integrdl

/7: ze® v gy

W
_kde W= {-1,1) x (=2,0) x {0, 1). Visledek: (e* —5)(e* —1){e —1)/(2¢)

’ Priklad 1.92. Vypoditejme trojng integrdl

/WCJV._
J 14xty

W
kde W ={(z.9.2) eR*: 22 0Ay>0A2> 02 +y+2< 1},

Redeni: Mnozina W je ¢tyfstén s vrcholy (0,0, 0), (1,0,0), (0,1,0) a (0.0,1).
Jeho primétem do roviny zy je trojahelnik M (Obr. 16) s vrcholy (0,0}, (1.0) a
(0.1}, Ziejmd V(z.y) € M je 0 < 2 € 1 — x — y. Pomoci Fubiniovy vity miZeme
tedy dany trojny integral pievést na dvojny z jednoduchého

l—az—y

/*___1 WL/( / L a:|da
lbx+4y 14wty

w A 0
Zapiseme-li mnoZinu M ve tvaru
M={{ry)e R*:0<z<1A0<y<1 -2},

miizeme pouitim Fubiniovy véty pro dvojny integral nas trojny integral prevést
na trojnasobny integral. Potom

— T
——dzdydr =
/ 1+z+ y A / / Ty Y
1 X ey 1 1
= / / l;} dydy = / [ ﬂcly(lm .
ot 0 J

1 1
/|?111(3+J, +y) - ylhso T de= [ (2102 - 2l (x4 1) 4w~ 1) dp =
0 0

o g - 2in2,

Pfi vypodtu trojného integrilu miZeme postupovat také napf. takto:

Pro libovolné z € (0, 1) le#i viidy bod (z, y) v trojithelniku, jeho kolmy priimét
do roviny zy {z = 0) je trojihelnik M, s vrcholy (0,0, (1~2,0), (0,1—-2) {Obr. 17).
Podle Fubiniovy véty mZeme tedy trojng intepril pfevést na jednoduchy a dvojny,

tj. |
J [ —T
1+T+y 1+T+J
1]

M
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r d) M je chranicena plochami2z +2y +z2=6.2=0.y=0,2 = (.
Z

Rovina 24+ 2y + z = 6 protina soniadneé osy v bodech
6 o soufadnicich » = 3, y = 3, z = 6. Prumél mnooziny
M do roviny je trojuhelntk o vrcholech (0,0), (0,3),
(3.0). Plati tedy

Z

0L <3
(z,2)e M= 4 0<y<3—x
02 2<6~2x 2y

T M je v tomto piipade tiyisten a jedna se o elementarni
Lok oblast typu |z, y. 2|.

) 9 +
X
> l; 3-x
x &

2.6 Integraly na meéritelnych mnozinach

V teto kapitole rozifime pojem n-rozmérnéeho integralu na métitelne mnoziny:

Definice 2.5 Rekneme, ze funkce f - M — R, M C R” je integrovatelna no mnczine M,
tj. z¢ caistuje integral (Ricmannun) z funkce [ na mnazine M, existuge-li interval £ C R™
tak, zc M C 1 a funkce f- xar je na { integrevalelna,

Pctom klademe

V nasledujicich uvahach se omezime nan = 2, 3.
Postatujicr podminkn pro existenci integralu udava nasledujici véta:

Veéta 2.5 Je-ti M C RE(RY) meritcing mnczina a [ M — R je na M chranicena a
skore vsude spojita, pak je f nae M integrovalelna.

(Pripomenme, ze néjake tvezem platy na mnoziné M skoro viude. jestlize plat1 Vz €
MY\ A C R* ancplat Vi € A, kde ve(A) = 0 (tj. plat1 s vyjimkou mnoziny milove miry).)
Fubiniova véta pro vypotet integralu se da snadno rozsiiit na elementarni oblasti;

Veta 2.6 Necht

M={(z,y) e R* e <2 < bdz) <y < h(z)}), resp
M={{z.y.2) € R a <z <bh, di(z) <y < hy(a). dolz.y) € 2 < hylz,y)}.



4. Gljem pomocd trojného integriby 61

FeSeni:

Ohjem budeme poéitat trojnym integralem z jadniéky ptes oblast Q. Nej-
prve si nakreslime ” podstavy” télesa §2. Z obrazku pak vidime, jak trojny
integral pfevést pomoci Fubiniovy véty na trojndsobny integral

) 1 iy ety ] i “f-‘: i  : :
Vif) = //[ Ldrdy dz —/ ([ (/ ldz)dx)dy = s ey
dJ s o Jo Jo g

——
:Iz+y'a
1
1
—y"] w1
4 0

-1 Ay . ) 1 )
*/ { [ (22 + v de ) dy m[ 12y dy = 12
JO Ji) 0
A e

£ 2 ]fb::—.“)v. 12 ]
3 tyT ronn T HEH

neho jinak

: ? Ya o 1, Wy

Vi) = j { ] (2 -+ y°) dy Yelar = A (5 - 8_17: Yebar =

% .
L —

F R T | 4
[ - N RO T
L TR j . Vot gF
| Ty g B L)

Pfiklad 9.8:
Vypoéileite objem télesa

6x
Q={lm,y,z};ogygl,ﬂgrgamtgy,ogzg ] le} .

FeSeni:

Objem budeme poditat irojnym integrilem 2z jednicky pres oblast §2. Nejprve
si nokreslime "podstavu” télesa Q. 7 obrdzky pak vidime, jok trojny integral
prevést pomoci Fubiniovy véty na trojnasobny integrdl

. 1 arctyy r{;':"'i»;l—
Vg — f// | dew ey ddz = / { {/ 1dz)de) dy =
44 S ( 0
R —
REETT
1 1 arcty 1 ] = 2 179 3
1 £y arctg” y LTt ] 9 t )
- - 6 e dy == 3/ — ?3/ = (Il+y* )t =3 ]| ——
/(; (1 Fyt [J ety o Ly g o L4y (+) 31y 04
L —
=302 Y = B arceg? y
ponzili jsme substitned ¢ = arctgy, pak dt = Tl", dy tedy dy = (1 +72)di, 0 Oal 2.
Qpét Ize volit jiné pofadi integrace ’
e - i ey e — i e .“TFFW i |30 23?"‘_75‘
( ) Jo ( tg:" 1 I y2 f 3’) ( J’ " u Gm Ear("i"g !}]y:—t.g.ﬂ ...... Ju JJ’:(‘:I— ~ j:) Gr = E'JTJ: - X () E{;{ H

nebof {2 1ze charakterizovat takd nerovnostmi 0 < z < gatgz<y<L

———

P¥ikiad 9.9:
Vypoditejte objem t&lesa

\ . 6:1!1
£ = Em:y,z];lﬂykzzoﬁfﬂf11”,0535"‘“{"‘“} .
i



