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Teorie

Věta 1 (Fubiniova). Necht’ (X,S, µ) a (Y, T , ν) jsou prostory s mı́rou. Necht’ mı́ry µ

a ν jsou úplné a σ-konečné. Bud’ (R, ρ) součin měr µ a ν a (R, ρ) jejich úplný součin.

Necht’ f je ρ-měřitelná funkce na ρ-měřitelné množině M ⊂ X × Y . Předpokládejme,

že integrál
∫

M

f(x, y) dρ(x, y)

má smysl. Potom pro µ-skoro všechna x má smysl integrál

g(x) :=

∫

Mx,∗

f(x, y) dν(y),

funkce g má integrál
∫

X

g dµ

a
∫

M

f(x, y) dρ(x, y) =

∫

X

g dµ =

∫

X

(

∫

Mx,∗

f(x, y) dν(y)
)

dµ(x).

Př́ıklady

1.
∫ π

2

0

∫

2

1

x sin y dxdy

2.
∫

3

0

∫

1

0

x2

3 + y2
dy dx

Spočtěte integrály

1.
∫

∞

0

e−ax − e−bx

x
dx

2.
∫

∞

0

ln(1 + a2x2)− ln(1 + b2x2)

x2
dx

3.
∫

∞

0

1− e−ax
2

xex
2

dx

4.
∫

∞

0

arctan ax− arctan bx

x
dx

5.
∫

1

0

xb − xa

lnx
dx

6.
∫

∞

0

e−ax
2 − e−bx

2

x
dx

1



Spočtěte mı́ru množiny

1.
M = {[x, y] ∈ R

2 : x2 < y < x+ 2}

2.
M = {[x, y, z] ∈ R

3 : 0 ≤ x ≤ 1, |y| ≤ x, 0 ≤ z ≤ xy2}

3. M , která je ohraničena plochami 2x+ 2y + z = 6, x = 0, z = 0, y = o.

4.

M = {[x, y, z] ∈ R
3 : 0 ≤ y ≤ 1, 0 ≤ x ≤ arctan y, 0 ≤ z ≤ 6x

1 + y2
}

Spočtěte integrál přes množinu

1.
∫

M

xydA

kde M je ohraničena křivkami y = −x a y = x− x2.

2.
∫

M

x2 + y2dA

kde
M = {[x, y] ∈ R

2 : |x|+ |y| ≤ 1}

3.
∫

M

y cos(x+ z)dA

kde M je ohraničena plochami y =
√
x, y = 0, z = 0, x+ z = π

2
.

4.
∫

M

dA

1 + x+ y

kde
M = {x ≥ 0, y ≥ 0, z ≥ 0, x+ y + z ≤ 1}

2


