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b/ Pomocd vity 61 a pFiXladu 4,48 ukakte, %e

2E (abye) = ‘/wo;’zcosbxdxﬂﬁ.
7b e 2 a+pc

(ma jorenta O{x) = ‘-lx)’ tedy
F(a,b,c) = arctg E - arctgg pro a > 0,4 bye € By .
¢/ Zkuate f‘ispoﬁitlt %‘% Il g‘cz.; -
&/ Porownejte téE s pP. 6,22 . ||

bx= ¢08 cXx ax |

e Qo
6,J4. Spottite Fla,b,0) = f o 0 2 -
[4

2.2 :
Obdoba p¥. 6,33 , F(a,b,c) =§1og£g{~§z pro 2> 0, b€l .|

.--ai2 _ e---l'.\'x2

. . o
@ 6,35. Spo&tite F(a,b) = d/ ¥ ax !

8/ Ukaite, %o integrél kmmverguje budto pro a = b aneho pro & Z 0 ,

v/ Bud lbz__o pm;) lf._e (0,+ 00 1 » potom

OO
%{: (a,b) "'j[ u:iz dx = - % f—-{-— (viz pr. 5,84),
-px

{majorantas G{x) = e pro a € {p,+0o0 ), kde p > 0},
- tedy - vezhledem k F(b,b) = O - jest
“ Fla,b) = J)T b=~ JYTa pro a >0, b2ZO.

¢/ Ukalte, %o Fla,b) = /1;'—'_- /1—: dokonce pro & = O , b = 0.

Toto tvrzeni dokaXte

1/ tim, %e vkdZeto, Ze pro kaidé b > O jJeo funkee F(a,b) JakoZto
funkce a spojitd v intervalu (0,+ 00 ) ,

2/ anebo takto: rowvnost F(a,b) = /Xb - FTa 3e stemé pro
a=b=0,pre a8 >0, b =0 Jme Jo Jif dokdsall a pro
aZ0, b > 0 jiobdrifme derivovénim podle b nebo ze symetrie.
VBe podrobnd provedte !

‘é‘ﬂ’"@n 2

4/ Porovnejte té% s p¥ikladem 5,76 a . u

1 . g=oX
@ 6,36. Spoitite J(a) = —-;-2-—;2'- dax 1
a

(4
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Hua:[me se proto omezit - obdobné jako u pf1kladd ne spojitoat - na libo-

" volng interval {( p, + @ ) C (-1,+ OOW

Potom konvergentni majorantiu nslezneme snadna:

l G(x) = sup ﬁ-(.+1)x = o {PH)x pro x € (0,4 ® ),
' ael{p+ea
tedy G € &‘_’(Nw) (jefto p> -11).

Podle v&ty 61 jest

X’(a) =J€‘“*“"u-;{i pro a € (py+ 00 ).

Protofe {p,+ 00 ) byl libovolny interval s p ) -1, Jest

@ pro viechna & € {=1,+00 )

(rozmyslete!).
P Yl i N, T, N
Vzhledem k podmince K(O) = 0 dostdvime

lK(a) = 1o Ny pro & € (-1,+00 3]

6422,

X

.

o0
Bud Fla,k) = _0/ o kX BB AX .

Potom F(m k) = arc tg-;- pro k € (0,00 ), a € E]. .

DokaZte!

“ 1/ Integrdl je v tomto p¥ipadé dokonce funkeci dvou parsmetrd - a,k .

UkaXte, Ze integrdl konverguje pro k € (0,+ 90 }, a € E, .
2/ V tomto piipad¥ mdme na vybrencu, mifeme derivovat podle "a"'i podle

“x* . Probersme oba adva zplaoby.

I/ Bud k € {0,+ 00 )} Lkonatantni a derivujeme podle =& .
Ovétrte pPedpoklady véty 61 . NejdlileXitdjd{ Jje opdt naldzt konvergentnf

ma jorentu, ale

& ..59..;(3-151.2_’;_‘.5)] = e"kx.coaax'é o kX ’

ataZi tedy poloZit ’Gm_—(pro x € (O,+ 00 )

(runkce 0 "mezdviai na a" & § € 55(0'+m) ) .
Tedy T Iy
aF -kx k

-ﬁ(a,k) -\‘a/‘ e « COg ax dx = a2+k2 l

{vis kup¥ikiaedu 4,48).

Odtud plyne, e J
‘F(n,k) = are tg% + o) ,
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kde “konstants" tentokrit miZe zdviset na zvoleném k € (O,+ 00 ) (pro¥?.
Z pivodntho integr4lu je ovBem ihned vidét, Ze

"ﬁ(?,k) =0, tj» C(k) =0 \

11/ Zkusms nyni derivovat podle "k*, nechl tedy a ¢ E, Je pevné. Opét
ovirte predpoklady véty 61 ,

% (oKX, ————812 BX )y = w o XX gin ax.

Zde se ndm jiZ nepoda¥fi najit majorantu spolenou pro viechna
X € (0,+0 ), to visk nevadi - cmezime ea opdt pouze na k € (p,+%0 ),
kde P > 0 .

Potom
-kx < _-px

~kx e y X €(0,+00 )

lo sinaxIée

- !
a funkce G(x) = e P* je hledani konvergentni majoranta. Integraci
opét dostévdme (provedte podrobnd!, viz 4,47)

Fla,k) = are tg%*' cla) ,

kde "konstanta® opét mbi¥e zdviset na (ze zafdtku pdvn& gvolend) hodno-
t% & . Rovnoast platf pro vBechna kX € {p,+% ), kde p> 0 byle
libovolné ¥{slo, tedy vysledek plati pro vdechna k € (0,+ 00 }.

Zoyvd jedtd urdit C(a), zde ndm neni nic plainé do 2{skené rovnosti
dosadit a = 0 (pro&?). Zkusime provést limitn{ piechod pro k—+00 ,
bude-1i toti% existovat k:_l.’!.’mmi'(n,k) (pti pevnéw a € E,), buﬁe

klj.g F(a,k) = A}-}Iono [arc tgp + C(a)] C{a) .

Podle 4,20 (provedte Jedtd jednouw)! je Jin F(a,k) = 0 pro libovolné
-» o0
8 € Ey . Teda C(a) = 0 pro ka%dé 8 ¢ Ey & Jome hotovilu
Z tohoto piikladu byle velmi dob¥e vidit, %e nebylo tak docela

jedno, derivovali-li jsme podle jednd #1 druhé prom&nné. V prvnim pii-
padd byl preci Jenom postup o n3co jednodudsi. V daldfch pifkladech

se vidy sna¥te derivovat podle vBech proménnjch & jednotlivé metody
porovndve jte!

o
6,23, UkaZte, Ze funkce F(a) = J e 2% ay nd v intervalu (0,4 00 )

derivace viech Fadd. Spodtdte Jeo !

ﬂ 1/ Lehko gjistime, %e Fla) = % s odkud plyne tvrzeni a vitah
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6,26, Spodtite F(a,b)

= 2]

2
_ f eox e-pf

[[ a/ Ukaite, Ze integrdl konverguje, prdvé kdyZz & = b anebo a ) O,

b>0 .

S————

b/ PouZitim v¥ty 61 doetévdte

oo

e

_g_g_(a,b) = f -m"a"a dx = - == , konvergentni majoranta je

2

?

2&_

k}(x)am'pxz pro x€(0,+oo), aE {p,to ), pro0.

Tedy

F(a,b) = = 3 log a + O(b) , protote F(b,b) =0 ,

Je C(b) = % logb , t3, Fla,p) = 105% ;_”

l+acos x) )

r

log {
6,27. Spo¥tite J(a) = f £ ax
: | 4

cos X

H_a/ UkaZte, e integrdl konverguje pro & € { ~l,+1)

‘funkce 1og{ltacosx) cuyae v (0,7 ) definovéna.
cosx

b/ Omezte ge na

(Ma joranta: bud

x €{0, 7))

|
l+tacosx

ptadi tedy poloit

a € (-1,

J ”»

plati

|1+ a

+1l) a ukaZte, Xe -

b

(a):f _.-.-.95.—— -

2 l+acos X

0 ¢(p<{1, potompro a € (=p,+p>

1 < 1 < 1
cosx| 1 -|acoex| 1-|a|

1
G(x)=I:; pro x € (0, 7r )} .

R ———

Pomoci substituce \t = tg "2\ ukaZte, Ze

T

1-a

J{a) = > ’

tedy vzhledem k¥ J(Q) = 0 dostanete

) J(a)

¢/ Ukaite, e J(a). = 7 arcain a
)( 1]

stadl ukdzat,

= X arc

Ze funkce

sin a pro a € {-1,¥1) .
J(a} Je .apDJité v intervalu

- 177 ~
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k alkazu poasledniho tvrzeni pouZijte v&tu 60 a vztahu

log{1l-coax) = 10g()+acosx) < log(l+eosx)
a€ <~1 +1> = coax coax consx

provedte podrobnd ! | .

l-acoax

stste Ja) =/ log e =
6,28, Spoltéte a = o8 . T
’ P - . copx |

“ a/ Ukaite, Ze mtagrzzél konverguje pro & € { ~1,+1 > .
b/ Spolitéte J(a) pomoci vi&iy 6] , doatanete

2
J(a) a / __gd_z___ a konvergentni majorantou
¢ l=a cog X
a(x) = > pro x € (0,%’»‘) y 8 €=p,ytp) C (=1,%1) .
1-p

Po substituei tg x = t dJdostanete J'(a) = —-—'7:-— s  tedy
l-a

(J(0) =0) Ja) = Farcaina pro & € (~1,+1) .

|

¢/ Ukanite, fe funkce J Jje epoJitd v intervalu ( -1,+1 > , odkud vy-
plyne, fe J(a) = 7 arcsin a pro a € (-1,1> - viz predchoz{

piiklad 6,27.
d/ PouZijte té¥ vysledku pi. 6,27 , dostanete

r T
f log(1+acosx) dx / log(1+acosx) .

¥ ., arcalna =
) coBx conx

T
. / log(l+acosx) ax = / f].cug(].ﬂu:oa;:) ax :/‘ ¥ log(1-acosx) , .
coax '

a

cosx o cosx
l+acoax
- 1og 1= etomx ax = J(e) pro ac { =l,41> . I

1+
6,29. Spottste K(A) =_[ Lo :’:““’ ax I

a/ Uka¥te, e integrdl konverguje pro viechna A € El .

b/ Uvidomte si, %e K{(A) Je periodickd funkce a periodou 2 7 .

¢/ PFi vlastnim vipoZtu {poufiti vity 61) je tFeba vyloullt hodnoty, kde
| ein A [ = 1 (pro&?), vyjde K(A) = 7 arcein (sin A) pro vlechna
BEE , AF T +x7 , k ool

4/ UknZte, ¥e funkce K Jo spojitd v B tedy K(A) = 7 arcsin (ein A)
pro vlechna A € B .

o/ Ukatte, fo K(A) = TA pro A€ {-%F ,+Z >,

851 212
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. . _f . .
@ 6,19. Spo&tdte Fla) = [ 25‘-‘_%:72‘1“!_

" 1/ I kdy% to v tichto pfikladech neni nutné, budeme vidy ikoumat, pro
Jaké hodnoty perametru a danyy integrsél konverguje.
UkaZte, %e integril existuje jako Riemannily pro vBechna a.€ El .

2/ Podle vity 61 spoXitéme F {a), vshledem k tomu, %e funkce F Jjo-
{.(pro&?), omezime se jen na hodnoty & =0 , tj. ve vdt® 61 poloii-
me M = (0, %)}11 = 20,4-00 ):l

e e e s
Ovéfujeme jednotlivé pFedpoklady véty 61:

P - arotg(atgx)
a/ pro kn2dé a € {0,+%0 ) Je tex e./l(o‘;) (prot?),

b/ integrdl kenverguje pro ‘n = 0| (my jeme viastn® ukdzali daleko
—

vice -~ #e konverguje pro videchna a € E'.I. 1),
c/ pro katdé a € (0,+ o ) a kaZdé x € (0,%} exiatuje

2 (aretglatgn), 1 ‘
TR v il &

d/ musime najit konvergentni majorantu k této derivaci,poloZme

= —_— T,
G (x) s A N pro x € (0,3) ,

zie jm3 !G(x) =1 ) pro viechna x € (0,%—.) ) tedy G € gﬁ: %)
Podle tvrzeni véty 61 integrdl konverguje pro vdechna a € {0,+ %)

a % o m———
P 1
P -t F (n) = il ¢ 4 ‘€<o+w)o
Q‘Q?ouh\' ‘o/h-azt x '
Podle p¥. 6,17 zjistime, Ze
. =X 1
F(a)-;_;--m , a€<0,+00).

Odtud plyne, %e existuje takovéd konstanta C , pro ni¥ F(a) =

¥
l-‘= re log(l+a) + C,[a € {Q,+ 00 ) {oddvodnétal),

Zbjvé nyni jen ur¥it hodnotu konstanty C . Vime viak, %e predchozt
rovnost plati pro vlechna & € (0,+ 00 ), tedy i pro a = 0. Proto-
fe F(0) = 0, dostdvdme ihnad, Ee

0 = FO) =Z. log(140) + @ ,

- 172 -



£/ Nakreslete gref funkce K(a) 1
g/ Mé funkece K(A) vSwde v E, derivaci ?

b/ Porownejte vysledek s p¥. 6,27 = sta¥ilo poloZit a = gin A , u

x
'6,30. Spodtéte F(a,b) = /rlog (a®sin®x + vPcoelx) dx |
A ‘

I o/ Uknite, ¥e integrdl konverguje pro libovolnd e ¢ By, b € El
g vyjiokou & = b =0,

b/ Punkce F(a,b) je sudd v ‘a' :I.,b' ) omezte e protona a2 0 ,
b20.

e/ 2volme libavolnd b € (0,+ 00 ) pevnd, pod a € (0,400 ) .
Podle vity 61 dostanete

‘% 2 al ainzx

2F .
=— (a,b) = f _— . ax
Ja 4 a a2pin’x + Heeostx

(ma joranta pro am s e p > O

32 ainzx

2

=

2
)

2
£ —€X, )

a2 sinax + bzcoazx

- 2F .
Substitucf +g x = t Jdostanste —a ‘8,b) = an

Ze vztahu F(b,b) = T . log b vyplyne konein#¥

d/ UknZte, %e v¥sledak plati i pro a =0, b > 0 (& & > 0,
b=0) .
Bud tedy b € (0,+00 ) pevné, sta¥f ukézat, fe funkce F(a,b) jakoi-
to funkce a Jjo apojitd v bodd8 O szprava. Poulijte vdtu 60
g (x €(0,Z) , 8€<0,0> ) a odhedu

-

Q. log bzcmax = 1og(azainax + bzcoazx) = log(l + ba)

(=

e/ Pomoci predehoziho vjaladku odtud odvodts, Ze

z z L
‘a/. 1ogainxu=Jlogeosxhlilog§ »

viz té% pf. 5,87 ; 5,54;_“
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