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Teorie

Véta 1 (Levi). Necht {f;} je posloupnost méfitelnych funkeina D € S, 0 < f1 < fo <

- a f =limj_ fj. Pak
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Véta 2 (Lebesgue). Necht f a {f;} jsou méfitelné funkce na D € S, Necht posloupnost
{f;} konverguje skoro véude k f. Necht existuje integrovatelnd funkce g (majoranta)
tak, ze

[fi@)] <lg(z)] jeN, zeD.
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Potom

Metody teSeni prikladu:

1. Piimy vypocet

2. Odhad veliciny [(fj(z) — f(x))dz
3. Levi

4. Lebesgue



Piiklady
1.

1,n
. T
hm/ —dx
n—oo [o N

1 n
lim ———dz
n—oo Jq 1+ xr2n

3. Pouzijete-li Lebesguea, volte majorantu az pro n > 2,

o0 n
. X
lim — dzx
n—oo Jo 14 a*m

4. ) .
X
lim c dx 0< A<
n—oo Jq 1+ nx
5. Pouzijte odhad ln(x%”) <R < (1+2)
o0
|
lim Me_m cosz dzx
n—oo Jq n
6. . ,
lim e ™ St av dzx aeR
n—o0 Jq €T

7. PouzZijete-li Leviho, odhadujte zv1ast (0,1) a (1, 00)

o0 n
lim e dx
n—oo 0
8.
. L Vn3z
hm T 2.3 X
n—oo Jq 1+ n4x
9.

I o dx
im —_—
n—oo Jq (1 + %)” . {L/E



3/ pfi pouZiti Lebesgueovy vity byvé vyhodné poloZit
gl x) =15;1§ ]fn(ic)l (kde W je mnoZina piir. &isel)
pro kaZdé x € M. V tomto pripadé zvolime X € M pevné a hleddme
sup |fn(x) | pies mnozinu viech prirozenych &fseél (anebo alespon
o Je pewvné piirozené &1slo). Jak po—-

pro viechna n E n, , kde a
stupovat v tomto pfipadd ukédZeme na pi‘ikladech.

POZOR ! - p¥i vySetiovédni ste jnom&rné konvergence hleddme

sgg Ifn(x) - f‘(x)I y kdeZto pil pouZiti Lebesgueovy véty hle-
x ‘

1
déme nsg% Ifn(x)l !

xt
4,2. TUkaite, Ze lim fn— dx =0 !
N o0 0 )

“_/ Pro kazdé n € § existuje integrdl jako Riemanndv i Newtoniv, ukaZte,

ﬁe/x.nn dx=m ;
2/ VyuZijte té%Z odhadu O 5/"” dx £ _/_%_
[ ]

3/ PouZi jte vétu 20 :

y odkud plyne tvrzeni.
-7
.

n .

A

8/ linitni funkece f£(x) = lim Eﬁ- =0 pro ka¥dé x € (0,1),
N300

ﬁ—"0 na 1nterva1u (0 1) (zfejm¥& OS= xn = %)‘

tedy lirn fﬁ: dx-flim£ dx=/0dx=0.

4/ PouZijte Leviho vétu: 7 +
n
a/ % € L5 9y pProkazdé n €N (prot 71 ,

xn+1 ;ﬂ
v/ nl = > pro kaZdé 'x € (0,1) a ka%dé ne N .

DokaZte posledni nerovnost p¥fmo anebo poufitim tvrzeni, Ze pro
libovolné =x £(0,1) je funkce ¢2(z) = ’zs-z- Jakoito funkce =z
klesajici v intervalu (1, + 0@ ),

5/ PouZijte Lebesgueovu vitu:

Hledéme funkeci g tak, aby g 62(0 1) @& byla splnéna nerovnost
Iﬁl g(x) pro viechna n € N a vSechna x € (0,1), stadi zfejmé
poloZit g =1 na intervalu (0,l1).

Zkusme spoifitat Raé.t% KE pro x € (0,1)

(tim vlastné dostaneme ne jleps{ odhad), je viddt, Ze sup
nEN
pro x €(0,1), sta¥f tedy polofit v Lebeagueovd vité g(x)

(o,1)._{|
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. 5
nx .
['4,3. Dokaite, #e 1lim f 5% dx = 0o !
”n >0 l4n x

" 1/ Ukaite p¥imym vypodtem. 1
’ % 7
nx dx nx d
2/ Vyuiijte odhadu 0§ /-—BEX . 5o =/—£2-—é- + /‘—--é—;g =
3 1+n°x° § 1m®x° ) 1
2 1
< L = log b
—'/m‘dx‘*./nx dx =sn ¢ n
: %,

3/ Zkoume jte, zda --%—2- 20 v (0,1
1+n™x

(nekonverguji ste jnomdrné, nebol

_ nx n 14 1
s 22 -mex {05 o 50 % 3
n +€07) 1l+n”x : 1+n

4/ Pouii jte Lebesgueovu vEétu.

Z predchoziho odstavce vyplyvé, Ze

A

xe(O), ne N = 0 2

X -
1+n2 2 2

stadi tedy poloiit g = % na intervalu ‘(0,1) a ovéfit podrobné pied~
poklady Lebesgueovy véty,
dostdvine
nx 7
lim [ —== ax = lin —¥— gy =0,
n>00 4 1+n x° 5 AP0 1+n%%°

Jako cvideni 'se pokusme nalézt "lep3i" odhed, poloZme

nx
glx) = sup pro kazdé x €{0,1).
nEN  L4nx° ’

Zvolme tedy pevnd X € (0,1}, misto abychom poditali

sup —D%:"é y PoloZme pro kaidé n € <1,+°0 ) (a kaidé =x € (0,1)
nEN 1+n“x

i nx
H (n) = 3 5 .
X 1+n“x

Zde tedy povaiujeme n  za "gpojité" proménncu a hledejmg

G(x) =  sup n;c 5
RELT™) 1+n x

Oddvodnite, prod glx) £ G (x) pro kaZdé x € (0,1) !

Opét zjistite, Ze

nx
:J) 53 = max { “—35 HE P &}=
NEL1®) 140"y 1+x

P

74dny "lepdi" odhad Jjsme tedy neobdrZeli. Uvidomte sl, Ze funkce G
venl "nejlep3in” odhadem, je 'to zplisobeno tim, Ze misto abychom vy~
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Setfovall supremum pfes mnoZinu vdech prirozenych éiael N , vySetio-.
vali jsme vlastnd supremum pfes mnoZinu viech redlnych &isel v inter-
valu { 1, +% ) (podrobn& rozmyslete !}. Kdyby tedy vydlo [G =

1
= +% , gtdle by mohlo bFt fg‘<+ o0
J .
Viz ndsledujici obrdzek:

OJ
-
o

Obrédzek Z.4

5/ Ukafte, Ze nelze pfimo pouiit lLeviho vitu . ||

7 '/
n3 « X
DokaZite, %e lim -_— ix

=0 !
"0 1+n2x2

1/ Ovifte pF{mym vypoZtem.
2/ VyuZi jte odhadu
%

: < 2 a "1
0 £ n f—dxﬁn(fxd:+ - & ) =
1-'-1'1‘?::2 4 n“yx

[

- ot (E L lEn,

2n

3/ Uka%te, %e posloupnost -Ag—x nekonverguje stejnomdrnd k nule v inter-
valu (0,1) Jjest im ‘

= “EL*-‘max{D;-%;-zE},

= g
n xe(ua?f) 1+n°x°

4/ Ukaite, Ze Jjsou splnény pfedpoklady Lebesgueovy vity, jest

. /3 3 ¥
NEN 14ny NEM® 140 x 1+x 4¥x
3'1' P
= €
oz & el
7 8

UkaZte, Ze lim x = 0

R0 h 142D
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xn
14520
ale nekonverguji tam sie jnom¥rné.

Posledni tvrzeni dokaite
a/ tim, Ze ukéZete O'n =’% R

T/ UkaZte, Ze — 0 pro n — + o0 na intervalu (0,1),

b/ podrobné z nésledujicich vztahi:

B 1
1 Un —5=) =1 # 0=1n (n
n-%?o gx-»mf: Lg=D )73 X¥1_ ew 1,420

2/ Pouiijte Lebesgueovu vétu:
x
*rychly", ale "hruby® odhad dévé O = 5h =1 v (0,1)
1+x

anebo “lep3i* odhad O E: I ::n s Y x2 pro x €(0,1) , n€N.,
+ +X

. 3/ PouZijte Leviho vétu .||

@ n
4,6. Dokafte, Ze 1lim f dx = 0 !
’ ] Re00 o 1+x2n
“_—1/ Vyuii jte odhadu
00 4 00
xn _ .
of.’-f defx“dx+_/x“':n::—-l-+L pro n 2 2 .
1+ 2n n+l n-1
) X [] (4
2/ Limitnf funkee £ : f£(1) =% ; £=0 jinde v (0, +00 ) .

n
3/ UkaZte, %e pogloupnost lfxzn nekonverguje k f atejnom&rn& v inter-

valu (0, +00 )

(vyuZijte vysledku z pf. 4,5 anebo nespojitosti funkece r I)
L8]

. x
Kdyby nicmén¥ bylo 55. — £ v(0, +00 ), nemohli bychom stejn¥
1+x

pouZit v&tu 20 (prod? ).

4/ PouZijte Lebesgueovu vétu, vyjde

xn =X
= = te
glx) :EUI-‘P, 1+x2n 1+x2 ] dy g ¢ éfm_‘.m)
+

w .
(jo okamiité vid¥t, Ze -/fl =+ 00 ), omezme se protona ngz 2 ,
n L
X
potom sup = € X .
MZZ 1,,°0 1ot (0,+00)

Vie gi podrobné rozmyslete a proveate !

5/ FouZi jte Leviho vétu!_]]

oo dx
4,7. DokaZte, Zeo 1imf =]

nER o 1+ HP L By
n
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M e £(x =e>* /e“‘dx=1.
rac0 D 3 -

2/ Ukaite, Ze plati:

| 1 <« 1 . 2
neN; x €(0,1) = - =
(D" Y Vx /<
n &2, x €(1, +00 ) = nln §(1+_) =
: (l+:—:) . ¥V ox
L. ' -1
xy J 1 “ 4
= ( ) . ( ] [ n (n-1) ] = = -
4
PoloZime-1i tedy g(x) ='/-—l: pro x € (0,1) , g(x) = —xz
X

ro x € (1,+00) jest c & (odivodndte 1 ) a miZeme
P ! » J & (0,+00) ‘
pouzit Lebesgueovu vétu . |

o0
log(x+n)
4,8, Dokaite, Ze 1lim f

n»00 n

e X cosxdx=0!

" 1/ Limitn{ funkce je rovns nule na (0, +00 ).
2/ PouZi jte Lebesgueovu vétu a vyuzijte vztahi:

log (x+n) X+n

a/ n€N, x €(0, +o0 ) = = <-n——£l+x
b/ e (1+x) € L) o) |-
4 913
4,9. Bud 0<C A ¢ +00 , potom limf dx =0 .
n-roec 1+nx

“ PouZi jte Lebesgueovu i Leviho v&tu, vyuZijte vztahu

=3
x €(0,A) , n € N = = . équA);"

l+nx
Ne vZdy Jje pravda, Ze

fh—rf na M =>ffn ——)/f
A .4

Uvedme piriklady

4,10.| Definujme pro kafdé n € N funkei £  na {0,1)> takto:

n
fn(x) = n sin (F nx) pro x 6{0,%) y
£ (x) =0 pro x €<%, 1>,

Potom &/ £ -0 v <(0,1>,

bfofff =%, f,limf =0 .
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