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http://www.karlin.mff.cuni.cz/∼kuncova/, kytaristka@gmail.com

Teorie

Věta 1 (Levi). Necht’ {fj} je posloupnost měřitelných funkćı na D ∈ S, 0 ≤ f1 ≤ f2 ≤
· · · a f = limj→∞ fj . Pak ∫

D

fdµ = lim
j→∞

∫
D

fjdµ

Věta 2 (Lebesgue). Necht’ f a {fj} jsou měřitelné funkce na D ∈ S, Necht’ posloupnost
{fj} konverguje skoro všude k f . Necht’ existuje integrovatelná funkce g (majoranta)
tak, že

|fj(x)| ≤ |g(x)| j ∈ N, x ∈ D.

Potom ∫
D

fdµ = lim
j→∞

∫
D

fjdµ.

Metody řešeńı př́ıklad̊u:

1. Př́ımý výpočet

2. Odhad veličiny
∫
(fj(x)− f(x)) dx

3. Levi

4. Lebesgue
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Př́ıklady

1.

lim
n→∞

∫ 1

0

xn

n
dx

2.

lim
n→∞

∫ 1

0

xn

1 + x2n
dx

3. Použijete-li Lebesguea, volte majorantu až pro n ≥ 2,

lim
n→∞

∫
∞

0

xn

1 + x2n
dx

4.

lim
n→∞

∫ A

0

ex
3

1 + nx
dx 0 < A < ∞

5. Použijte odhad ln(x+n)
n

< x+n
n

≤ (1 + x)

lim
n→∞

∫
∞

0

ln(x+ n)

n
e−x cosx dx

6.

lim
n→∞

∫
∞

0
e−nx sin ax

x
dx a ∈ R

7. Použijete-li Leviho, odhadujte zvlášt’ (0, 1) a (1,∞)

lim
n→∞

∫
∞

0
e−xn

dx

8.

lim
n→∞

∫ 1

0

√
n3x

1 + n2x2
dx

9.

lim
n→∞

∫
∞

0

dx

(1 + x
n
)n · n

√
x
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3/ pri pouU t1 Lebe sgueovy vllty byvli vyhodne poloU t

g(x) =sup If (x) I (kde N je mnozina prir. ~1ael\⤀
'IH!N n

pro kazde xE M. V tomto pr1pade zvol1me x E M pevne a hledBme

sup Ifn(x) I prea mnoz1nu v~eeh pr1rozen;Yeh ~1s~1 (anebo aleapon

pro v~eehna n ~ no ,kde no je pevne pr1rozene ~1alo\⤀⸀Jak po

stupovat v tomtopr1p~de uk4zema na pr1kladeeh.

POZOR - pr1 vy~etrovlin1 stejnomerne konvergenee hled4me

sup
X~H

d4me

Ifn(x) - f(x) I
sup Ifn(x) I
"-eN

, kdezto pr1 pOuZ1t1 Lebesgueovy vety hle-

1 4 ,2 • Ukazte, ze

.,
lim it dx = 0.,,"'00 (J

[:11 Pro kazde n E N existuje 1ntegrlil jako R1emannOv 1 NewtonOv, ukazte,r 1 1·ze .,f1 n- dx = (+1) ,odkud plyne t~ rzen1.
(J n n « , '1

21 VyuZijte tez odhadu 0 ~J x:: dx ~ J-L dx ~ -L
~ (} n n

31 POuZ1jte vetu 20

0::; .,f1 ..:: ;L )- -n n
'I

fo dx = 0
D

I ) .

xn
al I1mitn1 funkee f(x) = lim -- =0 pro kazde x E (0,1),

12-+00 n

bl t: ~ 0 na intervalu (0,1) (zrejme
n ., .,

tedy lim J~ dx =./ lim ~ dx =
1L~OO (J D 1f-+ClD

(Jako ev1~en1 ukazte, ze a'n = ~

41 Pouz1jte Leviho vetu:
n

al ~ € ~\⠀伀Ⰰ氀尩 pro kazde n € N \⠀瀀爀漀縀㼀I ,
n+l

bl _x__ ~ t: pro kazdex € (0,1) a kaMe n EN.
n+l n

z5t' (z)

) .+00

je funkeelibovolne x E(O,l)

Dokazte posledn1 nerovnost pr1mo anebo pOuZ1t1m tvrzen1, ze pro

= ~ jakozto funkcez
klesaj1c1 v intervalu (I,

51 POuZ1jte Lebesgueovu vetu:

Hled4me funke1 g tak, aby

I~ I~ g( x) pro v~eehna n

g E ~\⠀伀Ⰰ氀尩 a byla aplnena nerovnost

ENs deehns x E (0,1), sta~1 zi'e jme

poloz1t g =;L na 1ntervalu (0,1).

Zkusme apo~1tst aup:l:. pro x E (0,1)
'/feN n

(tim vlastne dostanema nejlep~1 odhad) , je v1det, Z8 sup ~ = x
,,-eN n

pro x E (0,1), stac1 tedy poloUt v Lebesgueove veta g(x) = x na
(0,1) .-.1/
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--
1 nx

4,3. Dokaitte, ite l1~ [ 1+n2x2 dx = 0

Ill/ Ukazte prtmym vYpoetem.
~ 11

( nx dx
2/ O;:;;J nx / nx dx ~VyuZijte odhadu dx = 22+ _~' 1+n2~o 1+n2x2 o l+n x

/. -,. 1

< /nx dx + I n~ dx = J... + lOG n
2n n

0 %.
Zkoumejte, zda

nx - (0,1)3/ 2 2 - 0 v
l+n x

(nekonverguji stejnomerne, nebot

(J'
n

= max ,{ 0
n

--Zl+n

4/ Pouzijte Lebesgueovu vatu.

Z predchoziho odstavce vyplyva, ze

x E (0,1) , n E N '"* 0 ;:;;
nx

staei tedy po10zit

pok1ady Labesgueovy

dostav&1e

g = !
2

v8ty,

na intervalu (0,1)

J...
2

a overit podrobne pred-

1

J
nx

lim 2 2
x-toOO Len X

o

1

dx =)' lim
" .. 00o

dx = 0 •

.Jako cvi cenf 'se p okuame nalezt "lepsi" odhad, p oLozme

g(x) = sup
?tEN

nx
pro kaZde x E (0,1) •

Zvolme tedy pevne x E (0,1), misto abychom poeitali

nx

H (n) =
x

nx

Zde t-::G..Y j.ovazu jeme n za ." spoji te" pr-omenno u a hIe de jmE:

o( x) =
nx

Od~vo~~~te, proc

Op"t zjistcte, ze

g(x) ~ 0 (x) pro kaZde x E (0,1)

o ~}= 1
2

7,adn,i "lapsi" odhad jsme tedy neobdrzeli. UvMomte si, ze funkce 0
ue n f "nejlepsio" odhadem, je'to zpOsobeno tim, ze misto abychom vy-
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iieti'o'(8li supremlllll pi'es mnoUnu viiech pi'irozell$oh at8el N, vyiieti'o
va11 jame vlastnll supremlllll pi'e8 mnoUnu viiech re'lII$ch atsel v ~nter

valu <1, + co ) (podrobnll rozmyalete I). Kdyby tedy vylllo J G =
1 •= + 00 ,stille by mohlo byt J g <+ 00 •

•Viz nllsleduj!c! obrezek:

--------::- ,
~'r

o 1., j i..
Ii.__-:h

I ..

o 1 o 1

Obrezek l!.4

4,4.

5/ Ukazte, ze nelze p~1mo pOuZ!t Lev1ho Vllt~

;
1 &. x

Dokazte, ze 11m dx = 0 I
'IE"'" () 1+n2~

1/ Ovlli'te pi':C.mYm yYpol!tem.

21 VyuZ1jte odhadu

o
J

n T dx ) ..

3/ Ukazte. Ze

valu (0,1)

= n-l-

posloupnost

jest

log n
+-n-) •

nekonverguje stejnomllmll k nule v 1nter-

fY 0: s\IP
n XE(D.1)

o:max{o; £}2 •

je8t

-I-
=max {~ j 0;~ } =

l+x 4 fi

jsou eplnllny pfoedpoklady Lebe8gu8OVy vllty,

D x
~sup ~

11£(1.10) 1+n x

4/ Ukazte. ze

E ~(O.1) JJ

14•5• l ' 7fUkazte, ze 11m -----
71-+00 . ldn dx = 0
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xn
Irii Uka~te, ~e ~ 0 pro n ~ + 00

:!.+Jfn
ale nekonverguji tam etejnom~rn~.

Poeledni tvrzeni dokaite

al tim, ie uklliete O"n = ~

bl podrobn~ z nlleledujicich vzta~:

na 1ntervalu (0,1),

11m"..... (11m )n) = ~ ".
JI-+t. 1+x

21 Poui1jte Lebeagueovu v~tu:

anebo "lepsi" odhadO ~

(0,1 )

n EN.

v

x E (0,1) ,pro

o :iodhad dIIvll"rychlj", ale "hruby"

, 31 POuZ1jte Lev1ho v~tu.:.JI

4,6. DokaZte, ie lim JOO~ dx =0
?l"OO 0 l+in

n-ll Vyuz1jte odhadu

;

00 ,(l
O~ --dx

o 1+x2n

1 00

:Ii J ,(l dx +J x-n dx
o 1

1
= n+i"

1
+-

n-l
pro n ~ 2 •

21 L1m1tni funkce f: f(l) = ~ f = 0 j1nde v (0, +00 ) •

xn
31 Ukazte, ie posloupnost ---,- nekonverguje k f etejnom~rn~ v inter

l+x-n

valu (0, + 00 )

(vyuz1jte vieledku z pro 4,5 anebo neepoj1toet1 funkce f ')
r'1.

Kdyby n1cmtln~ b;,'10 ~. ~ f v(O, + 00 ), nemohl1 bychom stejn~
l+x

pOuZit v~tu 20 (pro~?).

41 Poui1jte Lebesgueovu v~tu, vyjde

n ~ 2 ,

,(l
-- = -JL. tedy g f/ ~
1+x2n 1+x2 (f),+oo)

+00

ie J f = + 00 ). omezme ee proto nas ' 1

= --4 E:e /0+00)
l+x (',

g(x) = sup
"EN

(jc okem"1tc v1det,
n

potom sup-z..
.. 11: 2 1 2n+x

V'e si podrobne rozmyslete a provedte I

51 Fouiijte Leviho v~tu~

= !.r;:
dxE. 7 . Doka zte , ie 11m J""--------

.... DO 0 (1 + If) n
n
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4
"7

00

IflI 11m f
n(

x) =e-x J e-x dx =!
ll-+OO

0

21 Ukazte, ~e plat!:

1
~

1 ::= ~
n E N x E (0,1) ~ -- --

x n '0 v: (X(1+ii) •

> 1 <:: -n
n - 2 , x E (1, + 90 ~ = (1+ ~\⤀ =n y-;- n

( 1+ji)

= [}; \⠀縀尩 • \⠀縀樀昀㨀㬀[~ n(n-l) ~
1

Polozime-li tedy g(x) = - pro x E (0,1) • g(x)
fX

pro x E 0.',+00) , jest g E :e/ ) (oMvodnete I ) a mu~eme
(0,+00 .

pouzit Lebesgueovu vetu~

4,8.

00

J log( x+n) -x
Dokazte, ~e lim --------- e cos

1t~OO '0 n .
x dx =°

~I Limi tni funkce je rovna nule na (0, + 00 ) •

21 Po~ijte Lebesgueovu vetu a vyuZijte vztahu:

e/ n EN x E (0, + 00 ) ~
log (x-n) < x+n ~ 1 + x

n n

bl e-x (l+x) E

A

4,9. Bud 0< A < + 00 ,potom lim J--e_
11"''''' 0 1+nx

dx =0 •

!rP.>uZijte Lebesgueovu i Levlho vatu, vy~ijte vztahu

e
x3

<: x3
x E (O,A) , n E N ~ - = e E :ero,A).:Jl

l+nx

Ne v~dy je pravda, ~e

t, --+ f
n

Uvedme pi'iklady

na

4,10.1 Definujme pro kaZdll n E N

fn(x) = n sin (.7'nx)

fWlkci f n ne <0,1) takto:

1pro x E <0, ii ) ,

f (x)
= ° pro x E<g , 1>.n

Potom ef r -+0 v <0,1> ,n
~ •

bl Jr =~ , J 11m rn = °o n :r
II " ...00

MO.~e byt r ::::::to v <0.1 > ?n
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