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Teorie

Věta 1 (Levi). Necht’ {fj} je posloupnost měřitelných funkćı na D ∈ S, 0 ≤ f1 ≤ f2 ≤
· · · a f = limj→∞ fj . Pak ∫

D

fdµ = lim
j→∞

∫
D

fjdµ

Věta 2 (Lebesgue). Necht’ f a {fj} jsou měřitelné funkce na D ∈ S, Necht’ posloupnost
{fj} konverguje skoro všude k f . Necht’ existuje integrovatelná funkce g (majoranta)
tak, že

|fj(x)| ≤ |g(x)| j ∈ N, x ∈ D.

Potom ∫
D

fdµ = lim
j→∞

∫
D

fjdµ.

Metody řešeńı př́ıklad̊u:

1. Př́ımý výpočet

2. Odhad veličiny
∫
(fj(x)− f(x)) dx

3. Levi

4. Lebesgue
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Př́ıklady

1.

lim
n→∞

∫ 1

0

xn

n
dx

2.

lim
n→∞

∫ 1

0

xn

1 + x2n
dx

3. Použijete-li Lebesguea, volte majorantu až pro n ≥ 2,

lim
n→∞

∫
∞

0

xn

1 + x2n
dx

4.

lim
n→∞

∫ A

0

ex
3

1 + nx
dx 0 < A < ∞

5. Použijte odhad ln(x+n)
n

< x+n
n

≤ (1 + x)

lim
n→∞

∫
∞

0

ln(x+ n)

n
e−x cosx dx

6.

lim
n→∞

∫
∞

0
e−nx sin ax

x
dx a ∈ R

7. Použijete-li Leviho, odhadujte zvlášt’ (0, 1) a (1,∞)

lim
n→∞

∫
∞

0
e−xn

dx

8.

lim
n→∞

∫ 1

0

√
n3x

1 + n2x2
dx

9.

lim
n→∞

∫
∞

0

dx

(1 + x
n
)n · n

√
x
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