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Teorie

Definice 1 (Konstrukce integralu). Necht D, D" € S a f: D — R je méfitelna funkce.
Integral | p fdp vybudujeme ve trech krocich. V prvnich dvou krocich predpokldddme
D=D.

1. Je-li f nezaporna méritelnd funkce, definujeme
/ fdp = sup{z a;i(Aj) : {A;} jerozklad D ,0 < o < fna Aj,j=1...m}.
D -
7j=1

Soucty vyskytujici se v predchozim vzorci nazyvame dolnimi soucty k funkci f .
Integral z nezdporné métitelné funkce je definovan vzdy, muze oviem nabyvat nekonecné
hodnoty.

2. V obecném piipadé, kdy f je méritelnd funkce na D, definujeme

/Dfdu—/Dﬁdqu/Dfdu

pokud rozdil v vySe ma smysl. Pokud

=L ==

zustava integral funkce f nedefinovan.
3. Je-li f méritelnd (pfesné: S-méritelnd) funkce na D' # D a u(D D') = 0, je

ucelné definovat
/ Jfdu = / fdu
D DND’

Smysl takového integrilu a vysledek samoziejmé v tom piipadé nezavisi na volbé
D. V neékterych pripadech je ucelné pouzivat podrobnéjsi zdpis Je-li integrél | pfdu
definovan, fikdme téz, ze md smysl, nebo ze funkce f md integrdl. Je-li navic tento
integral konecné ¢islo, Fikdme, ze [ p fdu konverguje nebo Ze f je integrovatelnd.

Véta 2 (Diskuse vztahu mezi Newtonem a Lebesguem). Necht f je spojitd funkce na
intervalu (a, b).

1. Jestlize konverguje Lebesgueuv integral z f od a do b, konverguje i Newtontv a
to absolutné.

2. Jestlize Newtonuv integral z f od a do b konverguje absolutné, konverguje i
Lebesguetuv.

3. Pokud konverguje jak Newtonuv tak Lebesgueuv, pak maji oba stejnou hodnotu.

4. Jestlize Newtonuv integrél z f od a do b konverguje neabsolutné, pak Lebesguetuv
integral nema smysl.



Piiklady

1. Uréete A miru mnoziny

(a) [0,1] (g) paraboloid v R?
o

@) [0.00) @

(e) pifmky v R? () Qx (R\Q) v R?

(f) elipsa v R? (k) Cantorovo diskontinuum

2. Najdeéte priklad mnoziny A tak, aby A(A) > 0, int A = ()

3. Vysetifete Lebesgueovy integraly:
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Existuje-li koneény Lebesgueuv integral funkce f(x) v E, pak o funkci f(x)
tikame, Ze je integrovatelnd v Lebesgueové smyslu. Mnozinu vSech lebesgueovsky

integrovatelnych funkei pies E = (a,b) znac¢ime L(E) nebo L({a,b)).

Obrézek 4: K definici Lebesgueova integralu.

Véta4.27. M4l f(z) v (a,b) Riemannuv integrél, pak zde md i Lebesgueuv in-

tegral a oba integraly jsou si rovny, tj.
b b
®) [ fa)da=(0) [ fo)do

Obrécena véta neplati. Funkce, kterd ma Lebesguetuv integrdl, nemusi mit Rie-

mannuv integral. R({a,b)) C L({a,b)) (viz nésledujici piiklad).

Priklad 4.28.  Vypocitejme (L) fol fp(z)dz, kde fp(x) je Dirichletova funkce.
Oznac¢me na (0, 1) mnozinu vsech raciondlnich ¢isel Eg a mnozinu vSech iracionalnich
¢isel Ey. Poznamenejme, Ze mnozina Fq je spoCetna mnozina (existuje vzéjemné jed-
noznac¢né zobrazeni mezi mnozinou Eg a mnozinou pfirozenych ¢isel N), jeji mira je

proto nula, pEg=0, mira mnoziny Ej je rovna jedné, nebot uEy = u((0,1) — Eg) =
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1(0,1) — pEg =1 — 0 = 1. Zvolme libovolné déleni d intervalu (0, 1). Zjemnujeme-

li toto déleni, dospéjeme k inf Sp(d) = sup sp(d) = 1-uEg+0- puEr = 0,
d({0,1)) d({0,1))
Lebesguetv integral existuje a je roven nule. Jak jiz bylo ukdzdno, Riemanntv in-

tegral Dirichletovy funkce neexistuje.

Pted dalsimi ptiklady je zavedeme pojem charakteristicka funkce:

Definice 4.29. Necht M C E = (a,b). Pak funkce yps : E — {0,1}, pro kterou

i 1 pokud z € M o o .
plati x () :{ , se nazyva charakteristickd funkce mnoziny M

0 pokud x ¢ M
v mnoziné F.

V nésledujicich dvou piikladech budou ukédzana zajimava diskontinua.

Priklad 4.30.  Zjistéme Lebesgueuv integral charakteristické funkce Cantorova
diskontinua.

Cantorovo diskontinuum je mnozina, kterd vznikne, kdyz z uzavieného intervalu
odstranime spocCetné mnoho otevienych intervali. Uvazujme néasledujici nekoneény

proces. Z intervalu C; = (0,1) vyjmeme otevieny interval Ey = (3, %) (prvni krok),

%, 1), jejich sjednoceni oznacme Cy. Z Co
7 8
979

ziistanou dva uzaviené intervaly (0, 3), (
vyjmeme intervaly Eo; = (é,%), Ess = (5,5) (druhy krok), zbylou uzavienou

mnozinu oznac¢me Cf.

Obrazek 5: Konstrukce Cantorova diskontinua.

Dale postupujeme stejnym zpusobem, ze stfedu uzavienych intervali vyjimame
oteviené intervaly, jejichz délka je rovna tfetiné puvodniho intervalu, tedy ve tfetim

kroku vyjmeme z Cj interval Es;, (1 < j < 4), az v k-tém kroku z Cy, vyjmeme 281
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2k—1
intervalt, které tvoif mnozinu £, = |J FEj;. Sjednoceni spocetné mnoha otevienych
j=1
o0
mnozin (intervali) je oteviend mnozina E = |J Ej. Cantorovo diskontinuum se
k=1
nazyva komplement P = (0,1) \ E mnoziny F do (0,1) a je to uzaviena mnozina.
, . . k-1 . . .
Lebesgueova mira mnoziny Fy je puE) = 23—k, Lebesgueova mira mnoziny E je
o0
~1 . . .
pk = % + % + 2% +...= % > %n = %1_12 = 1 a mira Cantorova diskontinua
n=1 3

P je pP =1 — pFE = 0 (zde nastava paradox, protoze P je mnozina nespocetnd
(mé dokonce mohutnost kontinua), avsak pP = 0). Nyni charakteristickou funkci

. . _ 0 pokud x € FE L ,
Cantorova diskontinua oznaé¢me y p(z) :{ . Lebesguetv integral

1 pokud z € P

1

charakteristické funkce Cantorova diskontinua je (£) [ xp(z)dz = 0. Lze dokézat,
0

ze mnozina P je mnozina bodiu nespojitosti funkce xp. Mnozina P je miry nula

1
a plati xp € R((0,1)) , (R) [ xp(z)dz =0 (dle [2, véta 161, str. 447]).
0

Priklad 4.31. Zjistéme Lebesguetv integral charakteristické funkce e-diskontinua.
e-diskontinuum je mnozina (oznac¢me ji K(e)), kterd vznikne podobnym

nekoneénym procesem jako Cantorovo diskontinuum.

Obrézek 6: Konstrukce e-diskontinua.

Necht je ddn uzavieny interval I; = (0,1). Zvolme £ € (0, 1) libovolné pevné.
Ze stifedu uzavieného intervalu I; = (0,1) vyjmeme mnozinu (otevieny interval)

K1, jejiz mira je € (1. krok), zustanou dva uzaviené intervaly (0, % -5 (% +5,1),

jejich sjednoceni ozna¢me Is. Z intervalu Is vyjmeme mnozinu Ko = Ko U Koo,
jejichz mira je pKo = § (2. krok), zlistanou 4 uzaviené intervaly (jejich sjednocent

ozna¢me [3), mira kazdého je %— 7—§- Ve tfetim kroku z I3 vyjmeme mnozinu K3 =
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pro kterd v(D1) < 6, v(D3) < § plati

|O‘(D1) —J(D2)| <e.

Véta3d.15. Obé uvedené definice Riemannova integrdlu jsou ekvivalentni.

Definovat Riemannuv urcity integral je trochu obtiznéjsi nez zavést Newtoniv
urcity integral, protoze pred vyslovenim samotné definice Riemannova integralu je
nutné zavést pojmy jako déleni intervalu, norma déleni, apod. Riemannova definice
je cennd pro svou nazornou geometrickou interpretaci, je zdkladem nékterych nu-
merickych metod pro vypocet urcitych integralu. V praktickych vypoctech je ale
tézko pouzitelna. U Newtonova urcitého integrélu zalozeného na existenci primi-
tivni funkce ndzornd geometrickd interpretace chybi, Newtonuv integrdl vyuzivame
pii praktickém vypoctu urcitych integralt . Bez znalosti primitivni funkce je vypocet

urcitého integralu nutno pocitat numericky.

3.3 Priklady

Zacnéme piikladem, ktery ukazuje, ze ne kazda funkce, ktera je omezend na (a,b),

musi mit Riemannuv integral.

Piiklad 3.16. Vypocitejme (R f fp(z)dz, kde fp(x) je Dirichletova funkce defi-

1 proxeQ
0 proxER\Q.

Tato funkce je omezena a je nespojita v kazdém bodé svého definiéniho oboru.

novand predpisem fp(z) :{

V kazdém raciondlnim bodé nabyva svého maxima a v kazdém iraciondlnim bodé
svého minima (funkce je nenakreslitelnd).

Necht D = {0=20<m <21 < ... <xp1 <7 < 1, =1} je libovolné délent
intervalu (0, 1). Zvolme body 7; € (x;_1,2;), i = 1,...,n tak, aby byly iracionalni (to
lze vzdy). Pak bude o(D, 1) = i f(ri)Az; = 0. Zvolime-li body 7; tak, aby byly

raciondlni, bude o(D,T) = z f(ri)Az; = 1. Takto lze postupovat pro jakékoliv
déleni nezavisle na tom, Jaka Je jeho norma. Prestoze je funkce omezend, integral
nemuze existovat, neni splnéna Bolzanova-Cauchyova podminka. Pro Dirichletovu

funkci tedy plati fp ¢ R({a,b)).
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7 Vztah mezi jednotlivymi typy integrali

Omezme se v této kapitole na piipad uzavieného a omezeného intervalu I = (a,b),
I C R. Mnoziny integrovatelnych funkci ve smyslu Newtona, Riemanna, Lebesguea,
Perrona a Kurzweila oznac¢me po fadé N'({a, b)), R({a, b)), L({a, b)), P({a, b)), L({a,b)).
Déle necht C({a,b)) zna¢i mnozinu viech spojitych funkci na intervalu {(a, b) a sym-
bolem AK((a,b)) oznaéme mnozinu funkei f : (a,b) — R, pro které f € K((a,b))
a zéroven |f| € K({a,b)) (jde tedy o mnozinu absolutné integrovatelnych funkeci

v Kurzweilové smyslu). V nésledujicich pododstavcich dokézeme, ze

C((a,0)) G N((a, b)) G K((a,b)) = P((a,b))

C((a,b)) & R((a,b)) & L({a,b)) = AK({a, b)) & K((a, b)) = P({a,b)).

Uvedena rekapitulace je graficky znazornéna na obrazku. Jesté pro dplnost dodejme,
ze kdyz pro funkci f : (a,b) — R existuji alespon dva z uvedenych integréla, pak

tyto integraly jsou si rovny.

Obrézek 10: Vztah mezi jednotlivymi typy integrala.



nové smyslu, tak i v Newtonové smyslu. Pokud plati, Ze jsou integrovatelné v obou,

tak si jsou integraly rovny a plati nasledujici véta.

Véta 3.8. Bud —co0 < a < b < oo, necht f : {a,b) — R je funkce, pro kte-
rou existuje Riemanniv integrdl (R) fab f(z)dx a Newtonuv integral (N) fab f(z)dx
(- f € R([a,b]) N N((a,b))). Potom je

) [ st = ) [ s

Nas vsak zajimaji hlavné ptiklady funkei, kdy jeden z integralti neexistuje. Prvni je
uveden priklad funkce, kterd je newtonovsky integrovatelnd, ale neni riemannovsky

integrovatelna.

Piiklad 3.1. Funkce f:(—1,1) — R, ktera ma tvar:

2:1csin§—%cosmi2 prox #0
fx) =
0 prox =0

m4 primitivni funkei tvaru F(z) = 2?sin - na intervalu (—1,1). Z tohoto tvaru je

patrné, ze plati lim, ;- F(z) = lim, ,;+ F'(z) = sin 1, a proto existuje Newtonuv
integral (V) f_ll f(z)dz, jenz je roven 0. Protoze ale dana funkce f(x) neni omezena

na (—1,1), tak nemd Riemannuv integral.

Jak jsme si jiz tekli, existuji i funkce, které maji Riemanntuv integrél, ale nemaji

integral Newtontuv.

Piiklad 3.2. Funkce

;

—1 prox <0
sgn(x) = 0 prox=0
1 prox >0,

\

kterd je omezend na intervalu (—1, 1), ma Riemannuv integrél, ale nema Newtonuv,
protoze nemé na R primitivni funkeci. M&-li existovat vlastni derivace F’(0), musela
by platit rovnost mezi limitou lim, ,o- F'(x) = —1 a limitou lim, .o+ F'(z) = 1.
Vzhledem k tomu, Ze se tyto limity nerovnaji, nemuze existovat F’(0), a tedy nee-
xistuje ani primitivni funkce F'(z).

34



Dalsi situace, ktera muze nastat, je, ze budeme mit danou funkci, ktera nebude
riemannovsky integrovatelna a bude integrovatelna lebesgueovsky. Opaéna situace

nemuze nastat.

Priiklad 3.3. Prikladem je Dirichletova funkce, jez je na mnoziné R vSude nespojita.
Lebesgueuv integral existuje a lze zintegrovat tak, ze si mnozinu R rozdélime na
mnozinu Q a na mnozinu R \ Q. Kdyz integrujeme pres Q, vysledkem je nula.
Duvodem je, ze Q je spocetnd mnozina a ma miru nula. V. mnoziné R—Q je integrand
nulovy. Mohu ftici, ze Dirichletova funkce neni riemannovsky integrovatelna, ale je

lebesgueovsky integrovatelnd.

Ukazme si také piiklad funkce, kterda ma Newtonuv integrdl a nema integral

Lebesgueuv.

Piiklad 3.4. Funkce f0+°° S22z spliuje tento pozadavek. Dand funkce mé New-

tonuv integral, ktery je urc¢en souc¢tem alternujici fady tvaru

o0 .

(b1 gin
E dz,
k=0 7k t

kdy jeji k-ty ¢len konverguje k nule. Divodem existence Newtonova integralu je, ze
se nam cleny se sudym a lichym indexem rusi zaroven a vznikne nam tedy konecna
limita. Zatimco u Lebesgueova integralu poscitdme nejdiive cleny se sudymi indexy
a pak cleny s lichymi indexy a odecteme je od sebe, pokud to lze. Bohuzel v tomto
pripadé tomu tak neni, protoze f0+°° Si%d:c je neabsolutné konvergentni. Tuto tridu
funkei Lebesgueuv integral nezahrnuje. Newtonuv integral existuje jak pro absolutné

konvergentni, tak pro neabsolutné konvergentni funkce.

Déle si v této podkapitole uvedeme priklad funkce, ktera méa Lebesgueuv integral
a nema integral Newtonuv. Je to napiiklad funkce signum, kterou jsme si vysvétlovali
v (3.2).
Jelikoz dand funkce ma Riemannuv integrél, tak ma zakonité i Lebesgueuv integral,

ale nemd integral Newtonuv.

Ukazeme si piipad, kdy funkce nemé Lebesguetv, ale ma integral Newtonuv.

35



Piiklad 3.5. Funkce je definovéna na intervalu (0,1) a mé tvar F(z) = a*sin %.

Derivace funkce je F'(z) = =2 cos 5 +2x sin 75, a jeji hodnota v bodé 0 je F'(0) = 0.
F(z) neni na intervalu (0, 1) absolutné spojitd, a tedy F’(x) nema Lebesgueuv in-
tegral. Newtonuv integrél existuje, protoze k funkci F”(x) existuje primitivni funkce.

Tato funkce ma samoziejmé také Kurzweiluv a Perronuv integral.

V nasledujicim smyslu bychom mohli uvadét dalsi typy funkei, které jsou integro-
vatelné v jednom, ale nejsou integrovatelné v druhém smyslu. Kvili jejich velkému

mnozstvi jsou vSak vybrany pouze ty nejjednodussi.

36
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na vhodné mnozinové systémy. Jeden z moznych systémi — o-algebra — je zaveden
v nasledujici definici.

Jesté nez si definici o-algebry uvedeme, je dobré si uvédomit, ze zatimco pod-
minky i. a ii. maji zédklad v geometrii euklidovskych prostord, podminka iii. na
geometrii zakladni mnoziny nezavisi.

Teorie miry je v sou¢asné dobé zdkladem pro teorii Lebesgueova® integralu, axio-
matickou teorii pravdépodobnosti a objevuje se v fadé oblasti aplikaci matematické
analyzy (napf. dynamické systémy, globalni analyza, diferencialni rovnice).

Funkce splniujici podminku podminka iii. se objevuji i mimo matematiku — ve fyzice
se Casto pracuje s funkci, ktera oblasti pfifadi jeji hmotnost.

Vzhledem k naznacené riznorodosti pouziti teorie miry neni vhodné se pii je-
jim budovani omezit na konkrétni pfipad miry. Vyjdéme proto z toho, Ze je dana
abstraktni mnozina X, kterou nebudeme nijak konkretizovat, ponévadz v riznych
aplikacich nabyva X zcela odlisnych forem. Naptf. X muze byt redlnd piimka R,
pouhy interval [0, 1], mnozina ¢isel celych Z := {...,—2,—1,0,1,2, ...}, pfirozenych
N:={1,2,3,...}, rovina R? R", & jin4d podstatné komplikovangjsi mnoZina.

Definice 2.1 Necht X je neprazdnd mnozina. Systém ./ podmnozin mnoziny X
se nazyva o-algebra na X, ma-li tyto vlastnosti:

(SA1) X € «,

(SA2) Ac o/ — X \Ae

(SA3) A, € &, pron € N=J,.n4n € &.

Plati-li namisto (SA3) pouze slabsi vlastnost A, B € &/ — AU B € &/, nazyva
se &/ algebra. Nékdy nelze zarucit, ze zkoumany systém obsahuje zakladni mnozinu
X. Potom je vhodné pracovat s okruhem, tj. systémem .7 spliiujicim vlastnosti:
(O1) A\ Be o/ — A\ Be &,

(02) A, Be o/ — AUB € «.

Okruh ktery je uzavien vzhledem k spocetnému sjednoceni se nazyva o-okruh.

Piiklad 2.1
1. Necht &7 = 2%, pak & je o-algebra.

2. Necht o = {), X}, pak &7 je o-algebra.
3. Necht X =Na .« ={0,N,{1,3,5,...},{2,4,6,...}}, pak & je o-algebra.

4. Necht X = [a,b) C R je pevné zvoleny interval. Potom systém vSech kone¢nych
sjednoceni jeho subintervalt [«, 3) C [a,b) je algebra.

5. Necht X je nespofetna mnoZina a
o/ :={A € X : A je nejvyse spocetnd, nebo (X \ A) je nejvyse spocetnd)},
pak o7 je o-algebra.

4Henri Léon Lebesgue, narozen: 28. dervence 1875 Beauvais, Oise, Picardie, France, zemiel: 26.
cervence 1941 Paris, France; teorie miry a integrace, teorie potencialu, topologie.
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Problém 2.2 Dokazte, Ze systém vSech otevienych intervali (a,b) na R neni o-
algebra.

Problém 2.3 Pro¢ nemusi obecné platit tvrzeni:
Necht o7 je systém vSech otevienych podmnozin topologického prostoru X. Pak &7
neni o-algebra.

Lemma 2.1 Bud & o-algebra na mnoZiné X. Potom plati
1)) e,

Q)Al,AQ,...,AnE%:>A1U...UATLGJZ{,
3’)A1,A2,...,AnE%:>A1ﬂ...ﬂAn6;2%,
4)A1,A2,...,An...6,d:>ﬂ A, € A,
5)A,Be o/ = A\ Be 4.

Dikaz:
1) Podle (SA1) je X € o/, podle (SA2) ) = X \ X € «.
2) Ponévadz podle 1) § € o7, té7 A;U...UA, = AjU...UA,UDU...UDU... € o.
4) Ponévadz pro kazdé n € N je A, € o7, je téz (SA2) X \ A, € &/ a tedy i (SA3)
ﬂneNAn =X\ (X\ﬂneNAn) = X\UnEN (X\A,) € &,
3) Podle jiz dokdzané vlastnosti 4) A;N...NA, = A;N...NA,NXN...NXN... € .
5) Plati A\ B= AN (X \ B), podle (SA2) je X \ B € &/, tedy uzitim jiz dokdzané
vlastnosti 3) téz A\ B € «/. 0

neN

Poznamka 2.1
Vsimnéme si, ze jsou-li &/ a # dvé o-algebry na X, tézZ jejich prunik je o-algebra
na X, to plati obecnéji.

Lemma 2.2 Necht o7, je o-algebra na X pro kaZdé a € I. Pak téZ systém () ,c; Pa
je o-algebra na X.

Diikaz: Ovéfme platnost axiomt (SA1), (SA2) a (SA3).
(SA1): Pro kazdé a € I je X € o, tudiz X € (), ,.; Fo a systém [
neprazdny.
(SA2): Je-li A € (,c; o, potom pro kazdé o € I je A € o7, tedy 1 X \ A € 4,
odtud X \ A € (,c; Da-
(SA3): Je-li A, € (,e; @a Pro n € N, je pro kazdé a € I A, € o, tudiz pro kazdé
a €l téz |, oy An € o atedy i ey An € Naer Za-
U
Necht . je libovolny systém podmnozin mnoziny X . Uvazme systém vSech o-algeber
na X, které obsahuji .#; tento systém je neprazdny, ponévadz obsahuje napt. o-
algebru 2%. Z lemmatu 2.2 plyne, ze priinik vSech o-algeber obsahujicich .7 je také
o-algebra obsahujici .. Tato o-algebra, kterou oznacime jako .7,, se nazyva o-
algebra generovand systémem .. Ziejmé .7, spliuje nésledujici podminky:
1) & C .7,
2) je-li o libovolna o-algebra na X takova, ze . C &7, potom .7, C 7.

acl acl ”(Z{OJ Je
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Pozor, .7, je definovana nekonstruktivné. Je-li totiz M systém vSech o-algeber ob-
sahujicich ., potom jsme .7, zavedli jako

Fr= ) #, (2.1)

o eEM

ovSem .7, se vyskytuje na obou stranach vztahu (2.1) (pro¢), zejména tedy zna-
ménko = nelze nahradit znaménkem :=, na coz je tfeba dat pozor pfi feSeni pro-
blémti.

Priklad 2.2

Necht X je spocetna mnozina, pak systém o7 := {A € X : A je spocetnd nebo X \ A
je spoCetna} je o-algebra generovand systémem .# vSech koneénych podmnozin X.

Problém 2.4 Necht A je neprazdnd podmnozina X. Ukazte, ze o := {X,0, A, X \
A} je nejmensi g-algebra obsahujici A.

Definice 2.2 Necht X je metricky prostor. o-algebra & (resp. #x) na X gene-
rovana systémem vSech otevienych podmnozin X se nazyva Borelova algebra a
jeji prvky se nazyvaji borelovskymi mnoZinamsi prostoru X.

Borelova® algebra 2 obsahuje oteviené mnoziny, uzaviené mnoziny, spocetné prii-
niky otevienych mnozin, spocetna sjednoceni uzavienych mnozin, atd. Mnozinu,
kterda je spoCetnym prinikem otevienych mnozin, nazyvame mnozinou typu Gj,
mnozinu, kterad je spocetnym sjednocenim uzavienych mnozin nazyvame mnozinou
typu F,. Podobné® se déle zavadi mnoZinové typy Gso, Fius, Gsos- - -

Priklad 2.3

Je-li 7 := {(a,b) : a < b} systém vSech otevienych intervalii na R, potom Br = .7,.
Tedy Borelova algebra na R je generovana systémem vsech otevienych intervala.
Vskutku, kazdy otevieny interval je jako oteviend mnozina obsazen v Ag, tedy
S, C Pr. Naopak, kazda oteviend podmnozina R je nejvyse spocetnym sjednoce-
nim otevrenych intervali, tedy #r C .7, .

Problém 2.5 Dokazte, ze Borelova algebra % na R je generovana téz vSemi uzavie-
nymi intervaly typu [a, b].

Zatimco v prvnim kroku jsme z mnoziny X vybrali vhodny systém podmnozin —
o-algebru, nyni na této g-algebie sestrojime mnozinovou funkci — miru, ktera bude
abstrakci nasich ptredstav o délce, plose, objemu.... Bude tedy pfirozené ptredpo-
kladat jeji nezapornost, aditivitu a to, ze bude prazdné mnoziné pritazovat 0. Pro
opravdu dobrou teorii budeme potrebovat pouze nepatrné vic.

Pred vlastni definici si pfipomeinime, ze mnozinovou funkci na systému . pod-
mnozin mnoziny X budeme rozumét zobrazeni systému . do R*. Zejména tedy
muze mnozinova funkce nabyvat i hodnot —oco a +o0o. V pfipadé, ze nevlastnich

5Félix Edouard Justin Emile Borel, narozen: 7. ledna 1871 Saint Affrique, Aveyron, Midi-
Pyrénées, France, zemfel: 3. inora 1956 Paris, France; teorie funkci realné proménné, teorie her.
65 (z ném. Durchschnitt) odpovida priniku, o (z ném. Summe) odpovida sjednocent.
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hodnot —oco a +00 mnozinova funkce nenabyva, budeme ji nazyvat konecnou mno-
Zinovou funkci.

Definice 2.3 Necht X je neprazdnd mnozina. Mirou na X rozumime mnoZinovou
funkci p definovanou na néjaké o-algebre &7 na X, ktera ma nasledujici vlastnosti
(M1) Ae o = 0 < p(A) < +oo,

(M2) p(0) = 0,

(M3) A, € & pron € N a A, jsou po dvou disjunktni = 1 (U, cy An) =
En21 1(An).

Cislo pu(A) nazyvame mirou mnoZiny A. Mnoziny, které patii do o-algebry o7 se
nazyvaji méritelné, presnéji u-meritelné. Usporadanad dvojice (X, 27) se nazyva
meritelny prostor.

Poznamka 2.2
1. Vlastnost (M3) se nazyva spocetnd aditivita, nebo o-aditivita miry .

2. Prvky meéfitelného prostoru jsou metitelné mnoziny.

Poznamka 2.3
Je zfejmé, Ze miru lze definovat i na algebfe nebo okruhu .o7. OvSem vlastnost (M3)
mé smysl pouze tehdy, kdyz |-, A, € «.

Priklad 2.4
Uvedme si nékolik ptikladi miry:

1. Trwidaln? mira: pro libovolnou neprazdnou mnozinu X a jeji libovolnou o-
algebru polozme pu(A) = 0.

_JoO pro A =10,
’LL(A)_{ +oo pro AC X, A#0.

3. Diracova’ mira : pro libovolnou neprazdnou mnozinu X a pevné zvoleny prvek

x € X polozme
1 prox e A,

51(14):{ 0 prox ¢ A.

4. Aritmetickd mira, téZ pocitaci mira: pro libovolnou nepréazdnou mnozinu X a
jeji libovolnou o-algebru polozme p(A) := #A

(A) = card A, je-li pocet ¢lenit A konecny,
= +oo, je-li A nekonec¢n4.

5. Lebesgueova mira na R: pro X = R uvazme Borelovu algebru #g. Lze ukazat,
(viz. str. 27), Ze existuje jedind mira A definovana na %y tak, ze pro kazdy
otevieny interval (a,b) je jeho mira rovna jeho délce A((a,b)) = b — a.

"Paul Adrien Maurice Dirac, narozen: 8. srpna 1902 Bristol, Gloucestershire, England, zemiel:
20. fijna 1984 in Tallahassee, Florida, USA; matematik, fyzik.



tvrzeni, Ze ---]‘—-2- € $ﬁ+m)
1+ x

4/ Jiny zpisob ddkazu:

jeliko? jsme zjistili, %e (L) / —-l—x-é- dx existuje

/ -—1-;2— € o‘f(o sy / @ Jelikox
*¥=+00
(N)f = [arctg xJ = -52;— , Wusi mezi obime
1+ x=0

integrély nastat rovnost /pt. 3,15/ , tedy 4 (L)f;—l*—- ax
+ X

Je koneény, tj. '-"'—l— E x(’a +00) -
1+ x

5/ Pouijte téZ cvi&. 3,13 . “

Pochopitelnd, Ze jsme mohli postupovat i jinak, napf. vyuZit odhadu

0 = —-1—:2 = 1 pro chovdni integrdlu v intervalu (0,1) ; zkuste nédsle-
1l +x

dujicl tvrzenf dokazovat z hlediska dobrého procrideni ldtky - vidy viemi
moZnymi zplsoby. '

00
3,29. Bud a € E , poton /'..95_ =+00 .
‘ J %

[ Pouztjte vtu 26 a 53 .|

[==]
3,30, UkaZte, Ze f—;—-ﬂ-—— =+00 !
o x3+1

r4
[ 1/ vxazte, 206 =& ,
J,/’:3 . 1 (o,+o}

2/ ;—__].1.__
I/xa + 1 oo
3/ ddle ukaZte, Ze f 3
7 x>+ 1
a/ posledni tvrzeni dokédZfeme tieba nédsledovnd:
tvrdime, %e existuje takové x > 0 , Ze zi- =

€ &Ly 9)

dx

c + 00

;——l—-—-—-
£+

Pro x)xo.

Jak dokdZeme tuto posledni nerovnost? Zke jm Je tato nerovnost
ekvivalentni s nerowvnost{

—21"-‘—"'7# pro x)xo.
X +1

Protofe ale lim —rf——— =

rotoZe ale x»o% ‘;/3— 1 , existuje nap¥. k ¥islu
£ =
x >

takové x  /podle definice limity/ , Ze
1

1l =
l-3 = = 1 +
2 ";x3+1 2
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coZ jsme vlastn® cht&li ukédzat.

-]
Jelikof nynt fg}:-—dx=+oo , dx = +00 ,
X

o0
—r——
Je /=
[Fese ooy
Jak je to s integrdlem f 3 s Je=d x> 17
/e v

1

b/ pouZi jete-1i cviZent 3,27 /cok vlastn® neni nic jiného, neZ
rychle provedend &dst a/ /, je vzhledem k

x]jﬁﬁ.x=l, a =1
0o .
dokézéno, Ze j = + 00 . |}
2 £

Cely postup sl dobfe rozmyslete a jednotlivé kroky podrobn& odivodnite!

7
2
: log (1+x
3,31. DokaZte, Ze f -—8—-(-——-) dx konverguje !
o

1+x?

“ UkaZte, %Ze integrdl exlistuje jako Riemanniv ! ||

P¥#i vyBetfovdni konvergence integi'élﬁ, Je tf-eba‘ velmi dobfe zn&t chovéni
jednotlivych funkei - zvlA&te v okoll *nepi{jemnych® bodl. Zopakujte si
proto, jak vypadajl napffklad nédsledujfef limity:

k

lim o . log x , um‘; , 1ipg == 14p 22X
X0, X++%0 ¢ ¥+ log x ' o %
1l-cosx arctg x ex-1 11g log(1tx)
xl}% x° » B x - - ' xab X LR
3,32. Dokaﬁ'_ce, e e""ze &f(a’”o !

“ 1/ Funkce 1'2"‘2 je spojité a kladnd v intervalu (0,+00) ,
- » .
tedy e E x fo'.'.w) .
2/ Zfejmd e~ € gﬂ’, 9) /pro&?/; protoZe

Anoe™ . % =0, Jo podle cvizenf 3,25 i e % (g r00) -
Tudlz e = € & 5 400) -

3/ Lze také postupovat takto /coZ neni nic jiného, nef dlkaz vét ze
cviZent 3,25 /:
exiatuje takové x

: Prol?
NaZe nerovnost je e]cvivalenthi nerovnosti

o 2 28 Oé'e-xz.é‘;zl' Pro x > X, »

0=’=e-x2.x2£1 Pro X > X, -
. - 2.
kterd vyplyvéd ze vztshu lim e . =0 a z definice limity.
o0 8 X0 .
Protole [ # dx Jje kone&ny pro X, >0, Je kone&ny i integrdl
; »

oo .
- . -
){e .dx + Lehko ukéZeme, ?e e " € bl (0,%0) *

-53 -



“ 1/ Funkce sgin x Jje spojitéd v intervalu (0,+00 )} , tedy
. + 4
sin x eA(o,wo) . 0dtud plyne, %e (sin x) € 55‘(01,.,00) 3
(sin x) "€ €%, ,0) /vita 35/ a podle véty 27 Je

o0 ) (2n+1)7
f(sinx)+dx=z . sinxdx=+00 -,
0 n=0 2Tn
e *
obdobné \/(sin x) dx = +00 y tedy sin x ﬁ' '2(0,4-00')
/véta 35/.
. % _
2/ Kayby sin x € £, o) » musel by mit podle vity 27 smysl soulet
00 .

(r+1) T
f sin x dx , cof vdak nen{ splnéno.
x=0 ‘“nrw *
3/ Kdyby sin x € z(a-l-ao) , musela by podle cvideni 3,13 existovat
limita xli& F(x) , kde F je libovolnd primitivni funkce k funkci
-

- c03 x 2 uvedend limita

sinx na (0,+e ) . Ale napi. F(x)
zie jm& neexistuje.

4/ Definujme si funkei g na E, takto:

/ gin x pro x € (0,+00) ,
0 pro x € (-00,0> .

UkaZte podle definice, obdobn& jako v pF. 2,30 , Ze

'Kg=+0° ’ ;&g="°° ’
oo o0
teayi1 [ sinxax=+o° , /[ snxax=-0 /fviz
. o

[
definici za vdtou 12 / .
x
Odtud je viddt, %e nemiZe byt sin x € x(“w) -
!

+ 00
3,46. DokaZite, Ze neexistuje f x dx !
-00
[1/ vkazte opst, ze x € A a ddle, Ze
+ 0O o0
/(x)+dx= /xdx=v00 ’
oo ° o
/(x)-dx= /(—x) dx = + 00 ,
-0 -0 *
2/ Kdyby bylo x € x(_m,m) , musel by mft smysl soudet
o (e 0]
x dx + x dx .
Lre )
3/ PouZijte téZ cvideni 3,13 - kdyby bylo x € & foo,400)
+00 .
2 2
elo by byt x dx = 11 - 1lim
mas ¥ ¥ -\o{‘x xar00 2 x+-00 2 !

ale rozd{l poslednich limit nemd smysl.
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