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1

o0
Pro o < —1 tedy integral lf z*dw konverguje a jeho hodnota je —.

0

X
, | =
/e‘“d:ﬂ = [—eo"c] =— (l — lim e‘”) . (4.5)
(2] a3 A—ioco
0
Tato limita existuje pro @ < 0 a neexistuje pro o > 0. Dostdvdme tedy:

5 0 N
/ il = {a pro & <0, 4.6)

. diverguje pro o =2 0.
0

o o
3~ 3. Integra) f %dx budeme Fedit pomoci substituce Inz = #:
[

oo Ine = ¢ oo
@ 19, —
e w
a =
e Ihee = oo 1

Ll cof je integral, ktery znéme z pfedposledniho piikladu. Jeho Fedeni tedy déle nebudeme

o0
rozebiral. Uvedeme zde pouze visledek — pro o < —1 integral f im—;Ldm konverguje a jeho
2

o0 o
hodnota je rovna 4=, pro a > —1 integrdl [ Ll-“m;id;c diverguje.
e

Ptiklad 4.1.2. Rozhodnéte, zda konverguje integral

o0

z—1
———dz.
[3:2+'2;r “

3

Regeni. U tohoto integrilu je problém ukryt v horni mezi. Jedna se tedy o zékladni typ neviastniho
integralu. Mame rozhodnout o konvergenci daného integralu, Kenvergenci zkusime otestovat po-
moei srovnavaciho kritéria. Musime najit néjakou vhodnou testovaci funkcei, resp. snaZime se najit
néjakou funkci tak, abychom ziskali patfiénou nerovnost. V &itateli 1 jmenovateli mame polynomy
a vime, Ze kdy? » — oo, pfevaZi nejvyEi mocniny kazdého z polynomil. Plati:

1

x—1 x €
J—Q_T"Q(x)

0 < flx) = 2 4 2x < w2 4 2z

[A

Nyni miZemne pouzit srovnavacl kritérium. Testovact integrai je

Jiz vime, #e tento integral diverguje. BohuZel se jednd o situaci, ve které nedokdZeme pouze za
poufiti srovnavaciho kritéria rozhodnout. Pfitom je 7 tvaru integrdlu vidét, Ze nerovnost mezi
funkcemi se snadno pFevede na nasledujici tvar:

(&) o0
x—1 dr < dz -
x4 2p T z
3 3

Tato nerovnost je oviem splnéna bez ohledu na to, zda zadany integral konverguje nebo diverguje.
Srovnavaci kritérimm tedy selhalo.
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Druhou mo#nosti je limitni srovnavaci kritérium. Vime, e pro velkd = plati:

z—1 T

fle)= i~ S = 2 = gta).

o2 4+ 22 2

Tento intuitivni odhad je oviem potfeba korektné ovérit:

. f(=) . z—1 = . 27—z . 1-1/=
l —_— = —_—— = —_— = —_— = = .
Jm, (g(m) Jm | st ) T dm e ) T s ) T

V okoli problematického bodu se tedy obé funkee chovaji stejné a protoZe testovac integral diver-
guje, musi divergovat i integral

7 1
-
—du.
/ 2 + 2%
3

Priklad 4.1.3. Vypotitejte (pokud konverguje) integral

7 5

x+
———dz.
/m3+3m2—1 *

1

Redeni. Nejdfive rozhodneme o konvergenci, & divergenci daného integralu. Snadno odhadneme, Ze
kdy# poroste = do nekonetna, pfevaZi ve zlomku nejvy33i mocniny a po jejich zkriceni dostaneme
[ee]

funkci 1/x? o které vime, Ze [ Jrda konverguje. Odhadneme tedy, Ze integral bude konvergovat.

1
Nyni zkusime tento piedpoklad korektné ovéfit.
Srovnavaci kritérinm neni pougitelné, protoze pro srovndvaci funkei 1/2?%, kterd se sama nabizi,

neplati nerovnost
z-+5 1
S o

234322 -1 " 2
protofe napfiklad v bodé x = 1 dostaneme % < 1, co? neni pravda. Zbyvd nam tedy limitni
srovidvaci kritérium s na&im odhadem:

f@) = o~ T = = 0,

ad 32 -1 a°

Tento odhad snadno ovéfime:

lim M = lim —-——-ix—z =
w0 \ gla) ) zee \zd +322 11 -

x* - Bz? 145/
=i —_— ] = i —_——— | =15#0 (4.8
e <$3+3:r:2—1> :nirrrc}O(I—Hi/x—l/a:s) 70 (48

Podminka limitniho srovnavaciho kritéria je tedy spinéna a protoie vime, Ze testovael integral
oo

J 9% konverguje, musi podle limitniho srovnavaciho kritéria konvergovat i zadany integrdl.

1 RE—

Piiklad 4.1.4. Pomoci srovnavaciho nebo limitniho srovnévaciho kritéria rozhodnéte, zda nésle-

dujici integraly konverguji nebo diverguji:

T dx s T O0311:3 w? 4542 T x—2)2
1 2 [afmde 3 [ SEERERd L [ s

@341
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o

Pro a = —1 je

- ,
]—dl‘gln.’ﬂ
T

primitivn{ funkei k funkei % na {1, 400}, a tedy také zobecnénou primitivni funkei.
Odtud je ziejmé, Fe pro a = —1 integral diverguje (nebot limita zobecnéné prim-

itivni funkce v nekoneénu existuje, ale neni koneénd).

Zaver: Konverguje (absolutné) pro a < —1.

o0
f e”drkdeaeR
0

Reseni: diplomka 4.1.1

o0 [+
/ In Idﬂ:,CLER

x
Regeni: diplomka 4.1.1

o0 " —
it
3 T442x

Resgeni: diplomks 4.1.2

foc’ x+5 da
' i $3+33}2—1

Reseni: diplomka 4.1.3

®
e
0 xr +1

Reseni: Konverguje - u 0 je funkce spojitd, u oo srovname s 1/ a2,

00 ,—x
e
) dx
J1 x

Reseni: Konverguje - na intervalu [0,1] je funkee spojitd, na intervalu [1,o0)

srovname s funkel e,

o0 arcetg 4w
—— d
o X
Reseni:
Integrand f je nezdpornd funkce, staéi tedy vydetfovat absolutni konvergenci. K
tomu pouzijeme limitn{ srovnavaci kritérium a rozklad

00 L 1 o +oo a
arceteg " arcctg “x arcctg “x
/ %m:/%m/ Brecte 'z 4
Jo x J0 T 1 z

M4-li totiz (absolutné) konvergovat integrdl vpravo, pak také konverguji (abso-
Jutn@) oba integraly vlevo (integrujeme pres mens mnoZinu). Naopak, pokud



10.

{absolutn&) konverguji integrily vpravo, pak také konverguje (absolutné) integral
vlevo (existenci integrdlii je zarucena existence zobecnéné primitivni funkce na
celém intervalu i koneénost integralu).?

Vysetiujme nyni (absolutni} konvergenci integralu

1 a
arcctg “x
[

0 x

Funkee %},ﬂ je spojitd a nezédporna na (0,1}, a protoze

arcctg %
lim

= li ctg “x = (mw/2)"
L g sscety *2 = (7/2)

5 |—fH

je (absolutn{) konvergence vysetfovaného integralu ekvivalentni (absolutni} kon-

vergenci integralu
11
o T

Pimym vypoétem se presvédéime, Ze tento integral konverguje pro b < 1.

Vysetiujme nyni (absolutnf) konvergenci integrilu

> arcctg “z
—“—""b— d.’]’}
1 xr

© . . rd e s ~
Funkce 2% 2 je spojitd a nezdpornd na [1, +00), a protoZe

lim wxarcctg z =1,

£==r-00
platf také, Ze
arcclg “x
. b '
lim —%— = lim z“arcctg “z =1,
w400 z—04
rotb

a tudiz je (absolutni) konvergence vysetfovaného integrélu ekvivalentni {(abso-
lutni) konvergenci integralu
+oo 1
/1 R dx

Pifmym vypoétem se piesvédéime, Ze tento integral konverguje proa+b > 1a
diverguje jinak.

Zaveér: Integral konverguje (absolutné), pokud 1 > b > 1 — a. Jinak diverguje.

+oo z
/ arctan ——- In® z dxz
1 e+ 1

Reseni:

2y Tento krok v nasledujicich piikladech jiz nebudeme komentovat
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Integrand je nezaporny, sta¢i vyietiovat absolutni konvergenci.
Na pravém okoli jedni¢ky je

x 1
i1y
{jak dostaneme pouwzitim Taylorova rozvoje logaritmu v nule). Odtud plyne, Ze
konvergence integrdlu Y

| f@a
1

je podle limitniho srovndvaciho kritéria ekvivalentni konvergenci integrélu

/]Q('r —1)%dzx

a pouZitim substituce y = z — 1 dostaneme, Ze tento je ekvivalentni integralu

1
[ 3" dy
J0

Posledni integrdl konverguje, a to absolutné, pro a > —1.

arctan Inz=mn(l+(z-1)=(z-1)

Naopak na okoli nekoneéna je

‘ 1

2211z

a podie limitniho srovnavaciho me integralu
+00

J(@)da

(arctan

2

ekvivalentni konvergenci integralu

+oola.
/ nldaz
9 T

U tohoto integrélu ale umime pfimo uréit primitivai funkei. Na intervalu (2, +o0}

plati, Ze
In® z ya+l lna+1 T
dx = “dy = = C
/ z /y v a+1+ a.+1+

pro a # —1. Odtud pifmo vyplyvi, Ze integral konverguje pro a + 1 < 0, tedy
pro a < —1.

Hodnotu a = —1 lze také vylougit pfimym vypoétem, ale vzhledem k podmince
u jedni¢ky to neni nutné.

oo s
SInx
- dz
1 X

Reseni: Integril konverguje absolutné, neb ls—;:}ﬂ < m—&




