1 Newtonuv integral

Definice 1. Necht a,b € R*, a < b. Necht f je funkce definovand na intervalu (a,b).
Rekneme, ze funkce f md na intervalu (a,b) Newtonuv integral, ptipadné ze Newtoniv
integrdl z funkce f na intervalu (a,b) existuje, jestlize

e f mé na (a,b) primitivni funkei F,
e existuji limity lim,q, F(x) a lim,_,_ F(x) (nikoli nutné vlastni);
e rozdil téchto dvou limit je definovan jako prvek mnoziny R*.

Hodnotou Newtonova integrdlu z funkce f na intervalu (a,b) nazyvame prvek mnoziny
R* urcéeny vyrazem

lim F(x)— lim F(z).
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Tuto hodnotu pak znacime symbolem f: f(z)dz. Pokud a > b, polozime f: f(z)dx =

— [y f(z)da. Jestlize ff f(z)dz € R, pak fikdme, ze Newtonuv integral z funkce f na
intervalu (a,b) konverguje, v opatném piipadé iikdme, ze diverguge.

Poznamka 2. Necht a,b € R, a < b, a necht f je spojitd funkce na [a,b]. Potom
f e N(a,b).

Véta 3 (vlastnosti Newtonova integréalu).
(i) Necht a,b € R*, a < b, a necht f,g € N(a,b) a o € R. Pak f+ g € N(a,b),
af € N(a,b) a plati
b b b
/ f(z) + g(x)dx :/ f(x)dx—i—/ g(z) dx,

/abaf(a:)dx - a/: f()dz.

(i) Necht a,b € R*, a < b, anecht f,g € N(a,b). Necht plati f(z) < g(z), z € (a,b).
Pak fab f(z)dx < f;g(x)dx.

(iii) Necht a,b € R*, a < b, necht f € N(a,b) a necht f je spojitd na (a,b). Pak
JP1f(@)|da existuje a ‘ I f(x)dx‘ < [11f(2)] dz.

(iv) Necht a,c € R*, a < ¢, a necht b € (a,c). Pokud f € N(a,c), pak f € N(a,b) N
N (b, c) a plati

/ac f(z)dx = /ab f(z)dz + /bcf(m)dx. (1)

(v) Necht a,c € R*, a < ¢, a necht b € (a,c). Pokud f € N(a,b) NN (b,c) a f je
spojitd v b, pak f € N(a,c) a plati (1).



Véta 4 (o newtonovské integrovatelnosti omezené spojité funkce na omezeném inter-
valu). Necht a,b € R, a < b, a necht f je omezend spojitd funkce na (a,b). Potom

feN(a,b).

Véta 5 (srovndvaci kritérium pro konvergenci Newtonova integralu). Necht a € R,
b € R* anecht a < b. Necht funkce f, g : [a,b) — R splituji 0 < f(z) < g(z), = € [a,b).
Necht déle je f spojitd na [a,b) a plati g € N(a,b). Potom f € N(a,b).

Véta 6 (limitni srovnévaci kritérium pro konvergenci Newtonova integralu). Necht
a € R, b€ R* anecht a < b. Necht f, g jsou spojité nezdporné funkce na [a, b). Jestlize

lim, % € (0,00), pak f € N(a,b) pravé tehdy, kdyz g € N(a,b).

Véta 7 (Abelovo-Dirichletovo kritérium konveregnce Newtonova integralu). Necht a €
R, b € R* a necht a < b. Necht f : [a,b) — R je spojitd a F je primitivni funkce k
funkci f na (a,b). Déale necht g : [a,b) — R je na [a, b) monotdénni a spojita. Pak plati:

(A) Jestlize f € N(a,b) a g je omezena, pak fg € N(a,b).

(D) Je-li F' omezena na (a,b) alim,_,_g(z) =0, je fg € N(a,b).

2 Tabulkové integraly
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1./xdx kde a € R. KA < a> 1.
2/ 2%dx, kde a € R KA & a< —1.
1
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3/ dx, a,b € R. KA a>1,0€eR
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“+00
4/ dz, a,b € R. KAs (a>1,beRneboa=1,b>1)
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5/ 2% dx KA acRab<0
0
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6/ aebT (g KA agceRab<0Onebob=0aa< —1.
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7/ € R, KA & a<?2.
0
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8/ e R. KA & a< 1.
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9. —dx KA a>1,NAK < 0<a<1,Ds a<0.
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10/ dx, kde a € R. KA a>1,NAK < 0<a<1,D&a<0.
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