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Př́ıklady

1.

∫ +∞

0
sin(arccotg αxβ) dx

Řešeńı:

Na okoĺı nuly má integrand spojité rozš́ı̌reńı, nebot’

lim
x→0

arccotg x = arccotg 0 =
π

2
=⇒ lim

x→0
arccotg αxβ = (arccotg 0)α =

(π

2

)α

a funkce sinus je ve všech bodech spojitá.

Na okoĺı nekonečna plat́ı, že integrand neměńı znaménko a

arccotg x ≈ 1

x
=⇒ arccotg xβ

1

xβ
=⇒ arccotg αxβ ≈ 1

xαβ
=⇒ sin(arccotg αxβ) ≈ 1

xαβ

odkud podle limitńıho srovnávaćıho kritéria vyplývá, že integrál konverguje tehdy
a jen tehdy, pokud αβ > 1 a to nav́ıc absolutně. Jinak diverguje.

2.

∫ π/2

0
xa

(

1

2
π − x

)b

tg cx dx

Řešeńı:

Na (dostatečně malém pravém prstencovém) okoĺı nuly plat́ı, že integrand neměńı
znaménko a že

tg x ≈ x =⇒ f(x) ≈
(π

2

)b
· xa+c,

tud́ıž dostáváme podmı́nku na konvergenci a+ c > −1.

Na (dostatečně malém levém prstencovém) okoĺı π/2 plat́ı, že integrand neměńı
znaménko a že

tg x =
sinx

cosx
≈ 1

cosx
=

1

sin(π/2− x)
≈ 1

π
2 − x

a tedy

f(x) ≈
(π

2
− x

)b−c

Substitućı y = π
2 − x dostaneme, že konvergence vyšetřovaného integrálu na

”malém” levém okoĺı π/2 je ekvivalentńı konvergenci
∫ δ
0 yb−c dy pro nějaké ”malé”

δ, odkud máme podmı́nku b− c > −1.

Závěr: protože integrand je spojitý na [δ, 1 − δ] pro každé δ > 0 a na vhodných
jednostranných okoĺıch nuly (0, δ] a jedničky [1− δ, 1) neměńı znaménko, v́ıme z
předchoźıho (pomoćı limitńıho srovnávaćıho kritéria), že konverguje za podmı́nky
−1− a < c < b+ 1, a to nav́ıc absolutně. Jinak diverguje.
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3.

∫ +∞

1

1

xa
ln

x2 − 1

x2 + 1
arctan

x

x3 − 1
dx

Řešeńı:

U jedničky použijeme srovnáńı

ln
x2 − 1

x2 + 1
= ln

(x− 1)(x+ 1)

x2 + 1
≈ ln(x− 1)

1

xa
≈ 1, arctan

x

x3 − 1
≈ π

2

Tud́ıž na okoĺı jedničky se integrand chová obdobně, jako ln y na pravém okoĺı
nuly; přitom plat́ı, že

∫ 1
0 ln y dy je absolutně konvergentńı (lze ověřit př́ımým

výpočtem integraćı per partes).

Na okoĺı nekonečna plat́ı, že

ln
x2 − 1

x2 + 1
= ln

(

1− 2

x2 + 1

)

≈ − 2

x2 + 1
≈ − 2

x2

arctan
x

x3 − 1
≈ arctan

1

x2
≈ 1

x2

odkud vyplývá, že na okoĺı nekonečna se integrand chová přibližně jako funkce
1

xa+4 . Protože na vhodném okoĺı nekonečna neměńı znaménko, stač́ı vyšetřovat
jeho absolutńı konvergenci. Z výše uvedeného srovnáńı použit́ım limitńı verze
srovnávaćıho kritéria dostanene, že integrál konverguje pro a + 4 > 1, tedy pro
a > 3.

4.

∫ +∞

0

ln(e2x + ex + 1)

xa
sinx dx

Řešeńı:

U nuly použijte odhady

ln(e2x + ex + 1) ≈ ln 3, sinx ≈ x =⇒ f(x) ≈ x1−a

nav́ıc na dosti malém pravém okoĺı nuly integrand neměńı znaménko, takže po-
dle limitńıho srovnávaćıho kritéria máme podmı́nku na konvergenci i absolutńı
konvergenci 1− a > −1, tud́ıž a < 2.

U nekonečna použijte odhady

ln(e2x + ex + 1) ≈ 2x =⇒ f(x) ≈ 2 sinx

xa−1

z čehož pro absolutńı konvergenci máme podle limitńıho srovnávaćıho kritéria
(srovnáváme integrand s 2| sinx|/xa−1) podmı́nku a− 1 > 1, tud́ıž a > 2, č́ımž je
absolutńı konvergence vzhledem k výše uvedené podmı́nce u nuly vyloučena.
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Pro neabsolutńı konvergenci máme podle Dirichletova kritéria podmı́nku a− 1 >
0, tedy a > 1. Člen ln(e2x + ex +1)/2x se přileṕı pomoćı Abelova kritéria, nebot’

z tvaru
ln(e2x + ex + 1)

2x
= 1 +

ln(1 + e−x + e−2x)

2x

je patrné, že jde o monotónńı funkci na nějakém okoĺı nekonečna.

Závěr: Integrál konverguje pouze neabsolutně pro 1 < a < 2. Absolutně nekon-
verguje pro žádné a ∈ R.

5.

∫ +∞

0

arctan αx

lnβ(1 + x)
sinx dx

Řešeńı:

U nuly použijeme odhady

arctan x ≈ x, ln(1 + x) ≈ x, sinx ≈ x

stač́ı tedy vyšetřovat integrál

∫ δ

0
xα+1−β dx

který konverguje (absolutně) pro α > β − 2.

U nekonečna nenastává absolutńı konvergence nikdy, nebot’ lnβ(1 + x) ≤ √
x

pro nějaké x > xβ reálné a srovnávaćı kritérium aplikované na | sinx|/√x dává
divergenci.

Neabsolutńı konvergence u nekonečna nastává pro každé α ∈ R a β > 0 po-
dle Dirichletova kritéria pro sinx/ lnβ(1 + x) a tud́ıž podle Abelova kritéria pro
vyšetřovaný integrál.

Závěr: integrál konverguje neabsolutně pro β > 0 a α > β − 2. Absolutně nikdy.

6.

∫ 1

0
arccos a(

√

1− x4) cos
1√
1− x

dx

Řešeńı:

Uvědomme si nejprve, že je

arccos 0 =
π

2

a podle l’Hopitalova pravidla plat́ı, že

lim
y→1−

arccos y
√

1− y2
= lim

y→1−

− 1√
1−y2

− y√
1−y2

= 1

3



Odtud plyne, že na dostatečně malém pravém prstencovém okoĺı nuly je integrand
nezáporný a jeho prvńı člen se chová přibližně jako

arccos a(
√

1− x4) ≈
(

√

1− (1− x4)
)a

= x2a

odkud pomoćı limitńıho srovnávaćıho kritéria plyne, že integrál může konvergovat
pouze pro 2a > −1.

Uvědomme si dále, že na intervalu (δ, 1) pro δ > 0 je integrand spojitá a omezená
funkce, a tud́ıž

∫ 1
δ f(x) dx konverguje absolutně.

Závěr: integrál konverguje pro a > −1/2 a to nav́ıc absolutně. Jinak diverguje.

7.

∫ +∞

1/2

cosπx

lnα 2x
dx

Řešeńı:

Srovnáńım s funkćı | cos(πx)|/x na okoĺı nekonečna dostaneme, že absolutně in-
tegrál nekonverguje pro žádné α > 0.

Neabsolutně konverguje na [1,+∞) podle Dirichletova kritéria, nebot’ cos(πx) má
omezenou primitivńı funkci | 1π sin(πx)| ≤ 1 a lnα 2x → 0 monotónně pro každé
α > 0.

Na okoĺı 1/2 použijme odhady

cos(πx) = sin(πx− π/2) ≈ (πx− π/2) = π

(

x− 1

2

)

ln(2x) = ln(1 + (2x− 1)) ≈ (2x− 1) = 2

(

x− 1

2

)

a tud́ıž

f(x) ≈ π

2α

(

x− 1

2

)1−α

odtud máme na absolutńı i neabsolutńı konvergenci (nebot’ integrand na (1/2, 1]
neměńı znaménko) podmı́nku podle limitńıho srovnávaćıho kritéria, že 1−α > −1,
tud́ıž α < 2.

Závěr: integrál konverguje neabsolutně pro 0 < α < 2.

8.

∫ +∞

0

exp(sinx)

xα
sin 2x dx

Řešeńı:

Protože
1/e ≤ esinx ≤ e, pro každé x ∈ R

a na okoĺı nuly je
sin 2x ≈ 2x
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stač́ı na okoĺı nuly vyšetřovat integrál

∫ δ

0
x1−α dx

který konverguje pro každé α < 2.

Podle limitńıho srovnávaćıho kritéria konverguje integrál na okoĺı nekonečna (vzh-
ledem k odhad̊um na esinx) absolutně pro α > 1 (srovnáńım s e| sin 2x|/xα).
Integrál na okoĺı nekonečna konverguje neabsolutně pro α > 0. Nahlédneme to
podle Dirichletova kritéria, pokud dokážeme, že esinx sin 2x má omezenou primi-
tivńı funkci na (0,+∞). Lze ale př́ımo poč́ıtat (substitućı t = sinx a per partes)

∫

esinx · 2 sinx cosx dx =

∫

ueu du = ueu − eu = C + sinxesinx − esinx

což je evidentně omezená funkce.

POZOR! Protože esinx neńı na žádném okoĺı nekonečna monotónńı, nelze použ́ıt
”techniku přilepeńı” podle Abelova kritéria.

9.

∫ +∞

0
xae−(bx+cx2) dx

Řešeńı:

Integrand je nezáporný, stač́ı vyšetřovat absolutńı konvergenci.

Na okoĺı nuly je e−bx−cx2 ≈ 1 a tud́ıž

f(x) ≈ xa,

odkud podle limitńıho srovnávaćıho kritéria vyplývá, že integrand na vhodném
pravém okoĺı nuly, např. [0, 1], konverguje, právě když a > −1.

Na okoĺı nekonečna [1,+∞) rozlǐśıme následuj́ıćı př́ıpady:

1. c > 0. Potom integrál konverguje absolutně podle srovnávaćıho kritéria
srovnáńım s integrálem

∫ +∞

1 e−(c/2)x2

. Plat́ı totiž, že

xae−bx−cx2

e−(c/2)x2

x→∞−−−→ 0

a tud́ıž pro nějaké xa > 0 muśı platit, že pro x > xa je xae−bx−cx2 ≤ e−(c/2)x2 ≤
e−(c/2)x. Posledńı odhad plyne z toho, že pro x > 1 je x2 > x a funkce e−y je
klesaj́ıćı v proměnné y. Konvergenci integrálu

∫ +∞

1 e−(c/2)x dx lze snadno ověřit
př́ımým výpočtem.

2. c < 0. Integrál diverguje podle srovnávaćıho kritéria srovnáńım f(x) ≥
e−(c/2)x2 ≥ e−(c/2)x.
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3. c = 0 a b > 0. Integrál konverguje srovnáńım xae−bx ≤ e−(b/2)x, která plat́ı pro
x > xb > 1, kde xb je reálné č́ıslo (které záviśı na hodnotě konstanty b). Odhad
se odvod́ı pomoćı limity obdobně jako v bodě 1.

4. c = 0 a b < 0. Integrál diverguje srovnáńım xae−bx ≥ e−(b/2)x.

5. c = 0 a b = 0. Potom (připomeňme, že jsme na okoĺı nekonečna) integrál
konverguje pro a < −1.

Závěr: porovnáńım podmı́nky na okoĺı nuly (a > −1) a podmı́nek v bodech 1-5
dostaneme, že integrál konverguje pro a > −1 ∧ c > 0 nebo pro a > −1 ∧ b >
0 ∧ c = 0. Pak konverguje nav́ıc absolutně. Jinak diverguje.

10.

∫ +∞

0

lnx sinx

xarctan (1− x)
dx

Řešeńı:

U nuly použijte odhady

sinx ≈ x, arctan (1− x) ≈ arctan 1 =
π

4

z nichž plyne, že integrand na nějakém dostatečně malém pravém okoĺı nuly
neměńı znaménko a lze jej srovnat

f(x) ≈ lnx

přičemž
∫ δ
0 lnx dx konverguje absolutně (ověřte př́ımým výpočtem).

Na intervalu (0,+∞) je integrand spojitý.

U nekonečna použijte odhad

arctan (1− x) ≈ −π

2

a d́ıky monotonii a omezenosti funkce arctan stač́ı vyšetřovat (podle Abelova či
limitńıho srovnávaćıho kritéria) pouze integrál

∫ +∞

M

lnx

x
sinx dx

Absolutńı konvergence je vyloučena, použijte odhad
∣

∣

∣

∣

lnx

x
sinx

∣

∣

∣

∣

≥ | sinx|
x

platný pro x > e a znalost toho, že ”integrál” napravo je divergentńı. Neabso-
lutńı konvergenci dává Dirichletovo kritérium, vzhledem k tomu, že lnx/x → 0
monotónně na nějakém okoĺı nekonečna (ukažte, že derivace této funkce je záporná
pro x > e) a funkce sinx má omezenou primitivńı funkci.

Závěr: integrál konverguje (pouze) neabsolutně.
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11.

∫ +∞

0

sinxα

arctan βx
sin

1

x
dx

Řešeńı:

U nuly použijeme odhady

sinxα ≈ xα, arctan βx ≈ xβ

stač́ı tedy vyšetřovat integrál

∫ δ

0
xα−β sin

1

x
dx

který lze použit́ım substituce t = 1/x převést na integrál

∫ +∞

1/δ

sin t

tα−β+2
dt

Ten konverguje absolutně pro α > β − 1 a neabsolutně pro α > β − 2.

U nekonečna použijeme odhady

arctan x ≈ π/2, sin(1/x) ≈ 1/x

a poté substituci t = xα, č́ımž dostaneme pro konvergenci ekvivalentńı integrál

∫ +∞

M

sin t

t

který konverguje pouze neabsolutně, ale zato pro každé α > 0.

Závěr: konverguje neabsolutně pro α > β − 2.
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