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Priklady
+oo
1. / sin(arccotg “a”) dx
0
Reseni:
Na okoli nuly mé integrand spojité rozsiieni, nebot

«
lim arccotg x = arccotg 0 = T — lim arccotg “zP = (arccotg 0)® = (E)
z—0 2 z—0 2

a funkce sinus je ve vSech bodech spojita.
Na okoli nekone¢na plati, ze integrand neméni znaménko a

1

1 1 1
arccotg r ~ — — arccotg = = arccotg YW — = sin(arccotg O‘wﬁ) N B
T T

;pB xaﬁ

odkud podle limitniho srovnavactho kritéria vyplyva, ze integrél konverguje tehdy
a jen tehdy, pokud aff > 1 a to navic absolutné. Jinak diverguje.

/2 1 b
2. / ¢ <7r—a:) tg ‘xdx
0 2

Reseni:
Na (dostateéné malém pravém prstencovém) okoli nuly plati, Ze integrand nemeénf{
znaménko a ze
tgrrr = f(r)~ (g)b -zt
tudiz dostavame podminku na konvergenci a + ¢ > —1.

Na (dostateéné malém levém prstencovém) okoli 7/2 plati, ze integrand neméni
znaménko a ze

¢ sin 1 1 1
x = ~ = ~
& cosx cosx sin(m/2-x) § -z
a tedy
T b—c
)~ (- —x

f@)~ (5 =)

Substituci y = 5 — x dostaneme, ze konvergence vysetfovaného integralu na

"malém” levém okoli 7/2 je ekvivalentni konvergenci f06 y*~¢ dy pro néjaké "malé”
6, odkud mame podminku b — ¢ > —1.

Zaveér: protoze integrand je spojity na [0,1 — d] pro kazdé 6 > 0 a na vhodnych
jednostrannych okolich nuly (0, ] a jednicky [1 — ¢, 1) neméni znaménko, vime z
predchoziho (pomoci limitniho srovnavaciho kritéria), ze konverguje za podminky
—1—a < c<b+1, ato navic absolutné. Jinak diverguje.



+oo 1 2 1
3. / —1In a; arctan v dzx
1 + 1 x3 -1

U jednicky pouzijeme srovnani

-1  (z—1)(z+1)

1nx2+1—n P ~In(z —1)
1 1 " x m
— = arctan ———— &~ —
ze -1 2

Tudiz na okoli jednicky se integrand chova obdobné, jako Iny na pravém okoli
nuly; pfitom plati, ze fol Inydy je absolutné konvergentni (lze ovéfit pFimym
vypoctem integraci per partes).

Na okoli nekone¢na plati, ze
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241 241 241 x2
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arctan

odkud vyplyva, ze na okoli nekonec¢na se integrand chova pftiblizné jako funkce
wa—lﬂ. Protoze na vhodném okoli nekoneéna neméni znaménko, staci vySettovat
jeho absolutni konvergenci. Z vySe uvedeného srovnani pouzitim limitni verze
srovnavaciho kritéria dostanene, Ze integral konverguje pro a + 4 > 1, tedy pro
a> 3.

+o00 ln(e2x + e + 1)
. G
0

sin x dx

Reseni:
U nuly pouzijte odhady
In(e** +e” +1) =~ In3, sinz ~ 1 = f(z)~z' ™

navic na dosti malém pravém okoli nuly integrand neméni znaménko, takze po-
dle limitniho srovnavaciho kritéria mame podminku na konvergenci i absolutni
konvergenci 1 —a > —1, tudiz a < 2.

U nekoneéna pouzijte odhady

2sinx

2 ~

z ¢ehoz pro absolutni konvergenci mame podle limitniho srovnavaciho kritéria
(srovnévame integrand s 2|sin z|/x?~!) podminku a — 1 > 1, tudiz a > 2, éfmz je
absolutni konvergence vzhledem k vyse uvedené podmince u nuly vyloucena.



Pro neabsolutni konvergenci mame podle Dirichletova kritéria podminku a — 1 >
0, tedy @ > 1. Clen In(e?* + e® + 1)/2x se prilepi pomoci Abelova kritéria, nebot
z tvaru
In(e?* 4 e 4 1) In(1 +e™% 4 e727)
=14+
2x 2x
je patrné, ze jde o monotonni funkci na néjakém okoli nekonecna.

Zéveér: Integral konverguje pouze neabsolutné pro 1 < a < 2. Absolutné nekon-
verguje pro zadné a € R.

/+°° arctan %z |
. ————sinxdz
o WP+

Reseni:
U nuly pouzijeme odhady

arctan r ~z, In(l+z)~z, sinrxxcz

4
/ 2218 gy
0

ktery konverguje (absolutné) pro o > 5 — 2.

stac¢i tedy vySetfovat integral

U nekoneéna nenastava absolutni konvergence nikdy, nebof In(1 + z) < /z
pro néjaké x > x redlné a srovndvaci kritérium aplikované na |sinz|/\/x dava
divergenci.

Neabsolutni konvergence u nekone¢na nastava pro kazdé a € R a 8 > 0 po-
dle Dirichletova kritéria pro sinz/In’(1 + z) a tudiz podle Abelova kritéria pro
vySetfovany integral.

Zéveér: integral konverguje neabsolutné pro 5 > 0 a a > § — 2. Absolutné nikdy.
1 . 1
. /0 arccos (ﬂ) cos i dx
Reseni:
Uvédomme si nejprve, ze je -
arccos 0 = 5
a podle ’'Hopitalova pravidla plati, ze
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| arccos ¥y I 1—y2 1

m —— = Im ——70p =
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y—=1l— /1 — Y y—1 -



Odtud plyne, Ze na dostateé¢né malém pravém prstencovém okoli nuly je integrand
nezaporny a jeho prvni ¢len se chové ptiblizné jako

arccos ‘(1 —at) =~ <m>a = g2

odkud pomoci limitniho srovnavaciho kritéria plyne, ze integral muze konvergovat
pouze pro 2a > —1.

Uvédomme si ddle, ze na intervalu (4, 1) pro § > 0 je integrand spojitd a omezena
funkce, a tudiz [, 61 f(x) dz konverguje absolutné.

Zaver: integral konverguje pro a > —1/2 a to navic absolutné. Jinak diverguje.

T cos
1/2 1H 21’

Reseni:
Srovnanim s funkei | cos(mz)|/x na okoli nekoneéna dostaneme, ze absolutné in-
tegral nekonverguje pro zadné o > 0.

Neabsolutné konverguje na [1, +00) podle Dirichletova kritéria, nebot cos(rz) ma
omezenou primitivn{ funkei |1 sin(rz)| < 1 a In*2z — 0 monoténné pro kazdé
a > 0.

Na okoli 1/2 pouzijme odhady

cos(mz) = sin(rx — 7 /2) = (mo —w/2) =7 (x B ;)

In(22) = In(1+ (22 — 1)) ~ (22 — 1) = 2 <$ _ 1)

2
11—
f@) =~ g (o)

odtud méme na absolutni i neabsolutni konvergenci (nebot integrand na (1/2,1]
neméni znaménko) podminku podle limitniho srovnavaciho kritéria, ze 1—a > —1,
tudiz o < 2.

a tudiz

Zaver: integral konverguje neabsolutné pro 0 < a < 2.

+o0 :
exp(sinz) .
. / L sin 2x dx
0 e
Resenti:
Protoze
1/e <% <e, pro kazdé xz € R

a na okoli nuly je
sin 2x ~ 2x



stac¢i na okoli nuly vySetifovat integral

)
/ 2% dx
0

ktery konverguje pro kazdé o < 2.

Podle limitniho srovnavaciho kritéria konverguje integral na okoli nekone¢na (vzh-
ledem k odhadiim na e5"%) absolutné pro > 1 (srovnanim s e|sin 2z|/x%).

Integral na okoli nekoneéna konverguje neabsolutné pro o > 0. Nahlédneme to
podle Dirichletova kritéria, pokud dokazeme, Zze €7 sin 2x ma omezenou primi-
tivn{ funkei na (0, +00). Lze ale pfimo pocitat (substituci ¢ = sinx a per partes)

/esmx -2sinxcosx dr = /ue“ du = ue" — e = C' + sin xe®™* — "%

coz je evidentné omezend funkce.

POZOR! Protoze e¥"* nenf na zadném okoli nekoneé¢na monoténni, nelze pouzit
”techniku pfilepeni” podle Abelova kritéria.

+o0 5
. / p%e~(brter®) go
0
Reseni:
Integrand je nezaporny, staci vySetrovat absolutni konvergenci.
Na okoli nuly je e~be=ca® &1 a tudiz
fx) =~ at,
odkud podle limitniho srovnavaciho kritéria vyplyvé, Ze integrand na vhodném
pravém okoli nuly, napt. [0, 1], konverguje, pravé kdyz a > —1.
Na okoli nekoneé¢na [1,400) rozlisime nasledujici piipady:
1. ¢ > 0. Potom integral konverguje absolutné podle srovnavaciho kritéria

(. . ) _ 2 Sy e
srovnanim s integralem f;roo e~ (/22" Plat{ totiz, ze

a,—br—cax?
Tre T—00

e—(c/2)z?

0

a tudiz pro néjaké x, > 0 musi platit, ze pro = > x, je gle~br—car® < o—(c/2)2? <
e~ (/27 Pogledni odhad plyne z toho, ze pro z > 1 je 22 > z a funkce eV je
klesajici v proménné y. Konvergenci integralu f1+oo e~ (¢/2)% 4z 1ze snadno overit
piimym vypoctem.
2. ¢ < 0. Integrédl diverguje podle srovnavaciho kritéria srovndnim f(x) >
e—(c/2):z:2 > e—(c/2)z



10.

3. ¢=0ab > 0. Integral konverguje srovnanim z% %% < e=(/2)% kterd plati pro

x > xp > 1, kde xp je redlné ¢islo (které zavisi na hodnoté konstanty b). Odhad
se odvodi pomoci limity obdobné jako v bodé 1.

4. ¢=0ab< 0. Integral diverguje srovndnim z%e~t* > ¢~ (/2)z,

5. ¢ =0 ab=0. Potom (pfipomenme, ze jsme na okoli nekone¢na) integral
konverguje pro a < —1.
Zaver: porovnanim podminky na okolf nuly (¢ > —1) a podminek v bodech 1-5

dostaneme, ze integral konverguje pro a > —1 A¢ > 0 nebo proa > —1 A b >
0 A ¢ = 0. Pak konverguje navic absolutné. Jinak diverguje.

/+°° Inzsinx
dx
o  xarctan (1 —z)

Reseni:
U nuly pouzijte odhady

sinx & z, arctan (1 — ) ~ arctan 1 =

N

z nichz plyne, ze integrand na néjakém dostatecné malém pravém okoli nuly
neméni znaménko a lze jej srovnat

f(z)~Inx

pricemz f(f In x dz konverguje absolutné (ovéfte piimym vypoétem).
Na intervalu (0, +00) je integrand spojity.
U nekoneéna pouzijte odhad

arctan (1 —z) ~ —g

a diky monotonii a omezenosti funkce arctan staci vysetiovat (podle Abelova ¢i
limitniho srovnavaciho kritéria) pouze integral

T ng |
——sinz dx
M x

Absolutni konvergence je vyloucena, pouzijte odhad

Inz . | sin x|
——sinx| >
x

xT

platny pro x > e a znalost toho, ze "integral” napravo je divergentni. Neabso-
lutni konvergenci dava Dirichletovo kritérium, vzhledem k tomu, ze Inz/z — 0
monoténné na néjakém okoli nekonecna (ukazte, ze derivace této funkce je zaporna
pro x > e) a funkce sin z mé omezenou primitivni funkci.

Zaver: integral konverguje (pouze) neabsolutné.



—+o00 : «@
sin x 1
11. / ————sin—dx
0 arctan Az x

Reseni:
U nuly pouzijeme odhady

sinx® ~ x%, arctan Pz ~ z”

J 1
/ 2 Bsin = dx
0 X

ktery lze pouzitim substituce ¢ = 1/x pievést na integrél

T gint
pro ) dt
15 1t

staci tedy vySetfovat integral

Ten konverguje absolutné pro a > 8 — 1 a neabsolutné pro a >  — 2.

U nekoneéna pouzijeme odhady
arctan x ~ /2, sin(l/z) ~ 1/x

a poté substituci t = z¢, ¢imz dostaneme pro konvergenci ekvivalentni integral

/+°° sint
M t

ktery konverguje pouze neabsolutné, ale zato pro kazdé o > 0.

Zaveér: konverguje neabsolutné pro a > 5 — 2.



