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Teorie

Abelovo kritérium. Necht —oo < a < b < +oo, necht f : [a,b) — R je funkce spojitd
na [a,b) a funkce g : [a,b) — R je na [a,b) spojitd a monoténni.

Pokud navic fff konverguje a g je omezend v (a,b), pak také konverguje integrdl
J2 fg

Dirichletovo kritérium. Nechf —oco < a < b < +oo, necht f : [a,b) — R je
funkce spojitd na |a,b) a funkce g : [a,b) — R je na [a,b) spojitd a monotdnni.

Pokud navic f md omezenou primitivni funkci v (a,b) a limx — bg(z) = 0, pak
také konverguje integrdl ff fg.

Piiklady

w/2 1 b
1. / ¢ (ﬂ'—:c> tg ‘o dx
0 2

Reseni:
Na (dostateéné malém pravém prstencovém) okoli nuly plati, ze integrand neméni
znaménko a ze

b
wams = g0~ (3)

tudiz dostdvame podminku na konvergenci a + ¢ > —1.

Na (dostateéné malém levém prstencovém) okoli 7/2 plati, ze integrand neméni
znaménko a ze
sinz 1 1 1

tg x = ~ = ~
& cosx cosx sin(m/2-1x) § -z

a tedy
e b—c
|- —x
f@)= (5 -=)
Substituci y = § — x dostaneme, ze konvergence vysetfovaného integralu na

"malém” levém okoli 7r/2 je ekvivalentni konvergenci f05 y¥~¢ dy pro néjaké "malé”
6, odkud mame podminku b — ¢ > —1.

Zaver: protoze integrand je spojity na [d,1 — §] pro kazdé 6 > 0 a na vhodnych
jednostrannych okolich nuly (0, 4] a jednicky [1 — 0, 1) neméni znaménko, vime z
predchoziho (pomoci limitniho srovnavaciho kritéria), ze konverguje za podminky
—1—a<c<b+1,a to navic absolutné. Jinak diverguje.



+oo
2. / arcctg “z° sin® 2 dz
0
Reseni:
U nuly je

us o 5 T\
arcctg r ~ 3 —> arcctg “a° & (5)

sing ~ gz = sin®2? ~ 29

a navic na intervalu (0, 7 /4] integrand neméni znaménko. Proto konverguje tehdy
a jen tehdy (podle limitniho srovnévaciho kritéria), pokud 55 > —1, tj. 5 > —1/5.

Protoze na okoli nekonec¢na je

S —

1
arcctg r &~ — =— arcctg “x =
T 2%

a protoze funkce (rarcctg x)® je monoténni a omezend na [r/4, +00), staci dale
podle Abelova nebo limitniho srovnavactho kritéria vysettovat integral

90 sind 2P
= dx
w/4 T

Pouzitim substituce t = 2” dostaneme ekvivalentn{ integral

+oo sin® ¢ gt
( /4)5 t50‘/ﬁ71//8+1

s

Odtud dostavame, ze integrdl konverguje neabsolutné podle Dirichletova kritéria,

pokud
da — 1

g

+1>0 = ba>1-p

a navic absolutné, pokud
oa — 1
B

Zaver: integral konverguje neabsolutné, pokud f > —1/5 a soucasné o > (1 —
B)/5. Pokud navic jesté o > 1/5, integral konverguje dokonce absolutné.

+o0 3 72
3. / arcctg x sinx dx
1 z+1

ResSeni:

+1>1 = Sa>1

Na (dostate¢né malém pravém prstencovém) d-okoli —1 se integrand chové piiblizné
jako funkce (z + 1)*1/ 3 konvergence je tedy ekvivalentni konvergenci integralu

é
/ yfl/?) dy
0
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o kterém vime, ze konverguje (absolutné).
Na okoli nekoneéna se integrand bez sinu chova priblizné jako

a? 13 1 _ 2/3

arcctg x = x
z+1

Odtud plyne podle limitniho srovnavaciho kritéria srovnanim s integralem pies
funkei | sin | /%/3, ze integral nekonverguje absolutné. Naopak pouzitim Dirichle-
tova kritéria dostaneme neabsolutni konvergenci, nebot sin z mé omezenou prim-
itivn{ funkei a 272/3 — 0 monoténné pro z — +oo.

+oo
4. / arcctg “x cosx dx
0
Reseni: Integrand je ziejmé spojity na [0, +00). Protoze na okoli nekoneéna je
1
arcctg x ~ —
x

a navic funkce zarcctg = je monoténni! na (0,+00), je konvergence i absolutn{
konvergence vysSetfovaného integralu ekvivalentni konvergenci ¢i absolutni kon-

vergenci integralu
+oo
cosx
dx
0 z

(Pro absolutni konvergenci to plyne z limitniho srovnévaciho kritéria, pro neabso-
lutni konvergenci z kritéria Abelova.) O tomto integrélu ale vime, ze konverguje
neabsolutné pro o > 0 a absolutné pro o > 1.

—+o00
arctan x .
5. ———sinz dz
0 xe

Reseni:
Na malém pravém okoli nuly je integrand f nezdporny, spojity a plati
arctan z ~ z,sinx ~ r = f(z) ~ 2>
odkud plyne, ze foﬂ/ 2 f(z) dz konverguje (a to absolutné) tehdy a jen tehdy, pokud
2 —a > —1, tedy pokud a < 3.

Na intervalu [7/2, 400) je integrand spojity. VysSetfeme nejprve integral

+00 3
ST
/ —dx
n/2 L

O ném vime, ze konverguje, pokud a > 0, navic pro a > 1 absolutné. Protoze
funkce arctan x je spojitd, omezend a monoténni na [7/2,+00), za stejnych
podminek konverguje (absolutné) také integral f;;;o f(x)dx.

Zaveér: integral konverguje pro 0 < a < 3, navic pro 1 < a < 3 absolutné.

1) to si zkuste dokdzat sami; po zderivovani polozte x = cotg y a zkuste vyfesit pifslusnou nerovnici



+o0o 1 2z x 1
6. / n(e™ +ef +1) sin x dx
0

x(l
Reseni:
U nuly pouzijte odhady

In(e** +e* +1) ~In3, sinz ~r = f(z)~z'

navic na dosti malém pravém okoli nuly integrand neméni znaménko, takze po-
dle limitniho srovnavaciho kritéria méame podminku na konvergenci i absolutni
konvergenci 1 —a > —1, tudiz a < 2.

U nekoneéna pouzijte odhady

2sinx

2 ~

z ¢ehoz pro absolutni konvergenci mame podle limitniho srovnavaciho kritéria
(srovnavame integrand s 2|sinz|/z?~!) podminku a — 1 > 1, tudiz a > 2, ¢imz je
absolutni konvergence vzhledem k vySe uvedené podmince u nuly vyloucena.

Pro neabsolutni konvergenci mame podle Dirichletova kritéria podminku a — 1 >

0, tedy a > 1. Clen In(e?® + e® + 1) /2z se pfilepi pomoci Abelova kritéria, nebot
z tvaru
In(e** 4+ e® +1) In(1 + e~ % + e~ 2%)
2x 2x

je patrné, ze jde o monoténni funkci na néjakém okoli nekonecna.

Zéveér: Integral konverguje pouze neabsolutné pro 1 < a < 2. Absolutné nekon-
verguje pro zadné a € R.

+oo T
7. / x%arccos sinx dz
0 T+ 1
Resenti:
Na okoli nuly je

arccos at1

T T
~ arccos 0 = — sinr~xr — )R —T
= - f@)~ 3

a integrand na dostatetné malém pravém okoli nuly neméni znaménko, proto
podle limitniho srovnavaciho kritéria mame podminku na absolutni i neabsolutni
konvergenci a + 1 > —1, tedy a > —2.

U nekonecna je

T T 2 V2zr +1 V2 \/§
arccos ~4[1— = ~ =
x+1 x+1 r+1 x NZ3




Odkud vyplyvé (podle Abelova nebo limitniho srovnavaciho kritéria — ovérte vzdy
monotoénii v piislusnych krocich!), ze staci vysetfovat konvergenci integralu

—+o0
/ 29 Y 2gin g
M

Tento integrél konverguje absolutné pro a — 1/2 < —1, tedy pro a < —1/2 a
neabsolutné pro a — 1/2 < 0, tedy pro a < 1/2.

Zaver: integral konverguje pro —2 < a < 1/2. Pokud je navic —2 < a < —1/2,
pak konverguje absolutné.

Pozndmka k monotonii: v prubéhu piikladu je mozné, ze budete potiebovat mono-

tonii funkce \/zarccos ;77 (alespoil na néjakém okolf nekonecna). Dokazte ji tak,

ze tuto funkci zderivujete a pii hledani nulovych bodu derivace se podivejte na
limitu v nekoneé¢nu.

/-Jroo Inzsinx
. dx
o  xarctan (1 —z)

ReSeni:

U nuly pouzijte odhady

) T
sinx ~ x, arctan (1 — z) ~ arctan 1 = 1

z nichz plyne, ze integrand na néjakém dostate¢né malém pravém okoli nuly
neméni znaménko a lze jej srovnat

f(z)=Inzx

pricemz f(f In x dz konverguje absolutné (ovéfte piimym vypoétem).
Na intervalu (0, +00) je integrand spojity.

U nekoneéna pouzijte odhad

arctan (1 —z) =~ —

v 3

a diky monotonii a omezenosti funkce arctan stac¢i vySetiovat (podle Abelova ¢i
limitniho srovnévaciho kritéria) pouze integral

/ T lng .
—sinxz dx
M x

Absolutni konvergence je vyloucena, pouzijte odhad

Inz .
——sinz
T

| sin x|

>

X



10.

platny pro x > e a znalost toho, ze "integral” napravo je divergentni. Neabso-
lutni konvergenci dédva Dirichletovo kritérium, vzhledem k tomu, ze Inxz/x — 0
monoténné na néjakém okoli nekone¢na (ukazte, ze derivace této funkce je zaporna
pro x > e) a funkce sin z ma omezenou primitivni{ funkei.

Zaver: integral konverguje (pouze) neabsolutné.

T2 arctan “x |
. ————sinxdz
0

In’(1 + z)
Reseni:
U nuly pouzijeme odhady

arctan z <z, In(l+z)~z, sinzxzx

é
/ 2218 qy
0

ktery konverguje (absolutné) pro o >  — 2.

staci tedy vysetifovat integral

U nekoneéna nenastavé absolutni konvergence nikdy, nebof In®(1 + z) < /z
pro néjaké x > z redlné a srovndvaci kritérium aplikované na |sinz|/\/x dava
divergenci.

Neabsolutni konvergence u nekone¢na nastava pro kazdé a« € R a 8 > 0 po-
dle Dirichletova kritéria pro sinz/In’(1 + x) a tudiz podle Abelova kritéria pro
vySetfovany integral.

Zéveér: integral konverguje neabsolutné pro 5 > 0 a a > 8 — 2. Absolutné nikdy.

+o0 :
exp(sinx
/ L sin 2x dx
0 x
Resenti:
Protoze
1/e < % <e, pro kazdé r € R

a na okoli nuly je
sin 2z ~ 2x

staci na okoli nuly vysSetfovat integral
é
/ 1% dx
0

Podle limitniho srovnédvaciho kritéria konverguje integral na okoli nekoneéna (vzh-
ledem k odhadum na e¥"*) absolutné pro a > 1 (srovnanim s e|sin 2z|/z®).

ktery konverguje pro kazdé a < 2.



11.

12.

Integral na okoli nekoneéna konverguje neabsolutné pro > 0. Nahlédneme to
podle Dirichletova kritéria, pokud dokazeme, Zze €™ sin 2x ma omezenou primi-
tivni funkei na (0, +00). Lze ale pfimo pocitat (substituci ¢ = sinx a per partes)

/esmm -2sinx cosx dr = /ue“ du = ue" — e" = C + sin xe®* — "%

coz je evidentné omezend funkce.

POZOR! Protoze €™ nenf na zadném okoli nekoneéna monoténni, nelze pouzit
”techniku prilepeni” podle Abelova kritéria.

cosx dx

+°° arctan “x arcctg Px
0 7
Reseni:

Na okoli nuly je
a a 8 T\ B
arctan “x =~ z~, arcctg"xr == (§> , cosx~ 1.

Tudiz na dostateéné malém okoli nuly integrand neméni znaménko a chova se
priblizné jako funkce x®~7. Odtud plyne, Ze integral na vhodném okoli nuly
konverguje (a to absolutné), pokud o — v > —1.

Na okoli nekonecna zase plati
T\ 1
arctan “x =~ <—) . arcctg Pr ~ —.
2 P

Podle limitnfho srovnavaciho kritéria aplikovaného na funkei | cos | /27+? dostaneme,
ze integral na vhodném okoli nekonecna konverguje absolutné, pokud v+ 5 > 1.

Podle Dirichletova kritéria pak mame, Ze integral cosz/2?"# na vhodném okolf
nekoneéna konverguje neabsolutné, pokud v + 8 > 0. Pomoci Abelova kritéria
pak dostaneme, Ze za stejné podminky konverguje neabsolutné také vysSetrovany
integrdl (nebot funkce arctan z a rarcctg x, a tedy také jejich mocniny, jsou na
vhodném okoli nekoneéna monoténni a omezené).

ERee)
/ arctan “z“arcctg P2Yarcsin (sinz) dz
0
Reseni:
Na dostatec¢né malém okoli nuly je
7r o
arctan r ~ x, arcctg 0 = 5 arcsin (sinz) = x

Na pravém okoli nuly (0,7/4] je tedy integrand nezdporny a konvergence in-
tegralu pres tento interval je podle limitniho srovnavaciho kritéria ekvivalentni

konvergenci integralu
w/4
/ wanrl dax
0

7



odkud plyne podminka aa > —2.

Na okoli nekoneéna zase plati

i 1
arctan oo = —, arcctg x ~ —
2 T

a funkce arcsin (sinx) tvori pilovitou po ¢astech linedrni funkci ménici hodnoty

od —m/2 do 7/2 s periodou 27.

Z toho plyne, ze integral na intervalu [7/4, +00) konverguje absolutné, prave kdyz
absolutné konverguje integral
+o0 1
/ ——dx
/4 B

A protoze arcsin (sinz) ma na [r/4,400) omezenou primitivn{ funkci (ovérte!!),
integral konverguje neabsolutné, pokud v > 0. O ¢asti integralu bez arctan to
plyne z Dirichletova kritéria, arctan “z® se prilepi pomoci Abelova kritéria.

odkud plyne podminka v > 1.



