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Teorie

Véta 1 (srovnavaci kritérium pro konvergenci Newtonova integrdlu). Necht a € R,
b € R* a necht a < b. Necht funkce f,g: [a,b) — R splauji 0 < f(z) < g(x), = € [a,b).
Necht déle je f spojitd na [a,b) a plati g € N(a,b). Potom f € N(a,b).

Véta 2 (limitn{ srovndvaci kritérium pro konvergenci Newtonova integrdlu). Necht
a € R, b e R* anechf a < b. Necht f, g jsou spojité nezdporné funkce na [a, b). Jestlize

lim,_,p % € (0,), pak f € N(a,b) pravé tehdy, kdyz g € N(a,b).
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Reseni: Pouzijeme limitni srovnévaci kritérium. Plati, ze
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tudiz plati, Ze integrél (a) konverguje (absolutné), praveé kdyz konverguje integral
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o kterém vime, ze konverguje (absolutné) pro a — 1 < 1, tudiz pro a < 2.

1
2. / O iz, aeR
0

xa

ResSeni:

Pouzijeme limitni srovnavaci kritérium. Plati, ze

. coszx
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a proto plati
cos T
lim &~ =1,
z—0+ py



tudiz plati, ze integrél (b) konverguje (absolutné), pravé kdyz konverguje integral
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o kterém vime, ze konverguje (absolutné) pro a < 1.
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1 \/ — l)arcctg =
Reseni:

Ozna¢me f integrand. Integral rozdélime na dvé ¢ésti

/jf(:v)d:v, /;Of(:r)dx

Pouzijeme dvakrat srovnavaci kritérium, poprvé u jednicky a po druhé u nekonecéna.

Protoze arcctg 1 = 7/4 a plati, ze
= 1= (2 + 1) (z+1)(z - 1),

muzeme u jednic¢ky srovnavat s funkei 1/y/z — 1, nebot mame
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a1+ T T e=1+ /(22 + 1)(z + arcctg =~ T

Protoze f je spojitd a nezdporna funkce na (1,2], dostdvame podle limitniho
srovnavaciho kritéria, ze konvergence integralu ff f je ekvivalentni s konvergenci
integralu
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ktery konverguje, coz ovéfime piimym vypoctem:

/fmdx_[wﬁ}

Pojdme na druhou ¢ast integrélu f;oo f. Jisté f je spojitd a nezdporna na
[2,4+00), a protoze plati, ze

lim xarcctg x =1,
T—r—+00

muzeme srovnat integrand s funkei
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Presnéji: plati, ze
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X (z%—1)arcctg = X $2 1
hm —_— Y = hm . =1
z—+00 x=3/2 z—+o0 \/gzd — 1 +/xarcctg x

Tudiz konvergence integralu f;oo f je ekvivalentni konvergenci integralu

+oo
/ 732 dy
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ktery konverguje, o ¢emz se lze presvédéit pifmym vypoctem.!

Zaver: Integrél konverguje (absolutné).
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Reseni:
Integral roztrhneme na dva kusy. Protoze pro z > 1 je 1/z% < 1 (vzhledem k
tomu, ze podle zadani je f > 0), je integrand na [2,+00) nezdporny a spojity.
Pouzijeme tedy na tomto intervalu srovavaci kritérium: na okoli nekonec¢na plati,
ze

arctan “z sin = ~ (E)a 1
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presnéji plati, ze )

arctan “xsin =
T
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Podle limitniho srovnavaciho kritéria tedy f2+°° f konverguje (absolutné), prave
kdyz 8 > 1.

Na intervalu [0, 2] je ale integrand pro «, 8 > 0 omezeny a na (0, 2] spojity. Podle
srovnavaciho kritéria a odhadu

1
arctan “zsin — | < 7%
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integral na tomto intervalu konverguje absolutné.
Z toho vyplyvé, ze integrdl konverguje absolutné pro 5 > 1, jinak diverguje.
4. / o smg’igrm dx
0 rIn®zx
Reseni:
Integrand f mé spojité rozsireni do nuly, nebot

sin® wx . sinmzx sin? 7z

. 7'r . 2
z—0 rIn‘ ¢ z—0 TX In“z

1Y nebot exponent —3/2 je mensi nez —1.



Integrand tedy muzeme povazovat za funkci spojitou na [0, +00). Z toho plyne,
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konverguje absolutné, nebot jde o spojitou (a tedy omezenou) funkci na uzavieném
omezeném intervalu. Nyni pouzijeme odhad
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Protoze integral napravo konverguje, jak se muzeme presvédéit pfimym vypocétem
pomoci substituce t = Inx
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dostavame, ze vySetfovany integral konverguje absolutné.

w/2 to @ 9
/ €0 gb il iy
0 cosb x T

Reseni:
Integrand neméni znaménko, staci vysetfovat absolutni konvergenci.
Na malém pravém §-okoli nuly je
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sinx T

cosr~1, cotgax~
a tudiz podle limitniho srovnédvaciho kritéria sta¢i na tomto okoli vySetifovat kon-
vergenci integralu
O In(2x /7
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0 x

Tento integral konverguje absolutné pro a < 1 (jak plyne z tvaru z(1=%/21n(2x /x)-
2~ (140)/2 ktery lze v dostatecné blizkosti nuly odhadnout seshora druhym ¢lenem).

Na malém levém e-okoli 7/2 zase plati
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cotg x =~ cosz =sin(n/2 —z) = (7/2 — z), In <x> z—(m—z>
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odkud plyne podle limitniho srovnavaciho kritéria, ze staci vysetfovat integral
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ktery substituci y = x — 7/2 prevedeme na integral
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ktery konverguje proa —b+1 > —1.

Zavér: integral konverguje pro 1 > a > b — 2, a to navic absolutné. Jinak

diverguje.
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Reseni:

Xz

Na intervalu (0, 1) je integrand spojita omezend funkce, na jakémkoliv uzavieném
podintervalu tedy konverguje absolutné.

U nuly pouzijte odhady
arccos T ~ /2, 1—xz=~1, sin(mz) ~ T

a tudiz stac¢i vySetfovat (neménnost znaménka, limitni srovnavaci kritérium)
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odkud mame podminku 8 > v — 1 (pro absolutni i neabsolutni konvergenci).

U jednicky pouzijte odhady
sin(rz) = —sin(rz —7) & —w(x — 1) =7(1 — x)

arccos t~ V1 —a2=/(1+z)(1-2)~V2-VI—z
a proto staci vySetfovat integral
1
/ (1— x)ﬁ+a/2*v dx
1-46
odkud méme podminku 8 > v—1—«/2 (pro absolutni i neabsolutni konvergenci).

Zéveér: pro B > v — 1 integral konverguje, navic absolutné. Jinak diverguje.
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Reseni:
Na okoli nuly m4 integrand spojité rozsifeni, nebot

«
lim arcctg x = arcctg 0 = T — lim arcctg “af = (arcctg 0)* = <E)
z—0 2 z—0 2

a funkce sinus je ve v8ech bodech spojita.

Na okoli nekone¢na plati, ze integrand neméni znaménko a

1 1 1
arcctg v &~ — = arcctg 2°— = arcctg ‘2’ x — — sin(arcctg O‘xﬂ) =~
x
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odkud podle limitniho srovnavaciho kritéria vyplyva, ze integral konverguje tehdy
a jen tehdy, pokud af > 1 a to navic absolutné. Jinak diverguje.



+oo 1 2 1
8. / —1In a; arctan v dzx
1 + 1 x3 -1

Reseni:
U jednicky pouzijeme srovnani

:c271_1 (z—1)(x+1)

1nx2+1—n o ~ In(x — 1)
1 1 ¢ x m
— arctan ~—
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Tudiz na okoli jednicky se integrand chova obdobné, jako Iny na pravém okoli
nuly; pfitom plati, ze fol Inydy je absolutné konvergentni (lze ovérit pfimym
vypoétem integraci per partes).

Na okoli nekonecna plati, ze
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odkud vyplyvé, Ze na okoli nekonecna se integrand chova ptiblizné jako funkce
#. Protoze na vhodném okoli nekoneé¢na neméni znaménko, staci vySettovat
jeho absolutni konvergenci. Z vyse uvedeného srovnani pouzitim limitni verze
srovnavaciho kritéria dostanene, ze integral konverguje pro a + 4 > 1, tedy pro
a> 3.
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Reseni:
Uvédomme si nejprve, ze je

T
arccos 0 = 5

a podle ’'Hopitalova pravidla plati, ze

arccos y 2

. . 1-y
lim ————= = lim

y—=1l- /1 — y2 y—1— — 1y_y2

Odtud plyne, ze na dostate¢né malém pravém prstencovém okoli nuly je integrand
nezaporny a jeho prvni ¢len se chova priblizné jako

arccos “(\V1 —a%) =~ ( 1—(1- 334)>a = g2

odkud pomoci limitniho srovnavaciho kritéria plyne, Ze integral muze konvergovat
pouze pro 2a > —1.
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Uvédomme si ddle, Ze na intervalu (4, 1) pro § > 0 je integrand spojitd a omezena
funkce, a tudiz |, 51 f(z) dx konverguje absolutné.

Zaver: integral konverguje pro a > —1/2 a to navic absolutné. Jinak diverguje.
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Reseni:
Integrand je nezaporny, staci vysetfovat absolutni konvergenci.

Na okoli nuly je e~br—ew® 1 a tudiz
fx) =~ at,

odkud podle limitniho srovnavaciho kritéria vyplyvé, ze integrand na vhodném
pravém okoli nuly, napt. [0, 1], konverguje, pravé kdyz a > —1.

Na okoli nekonecna [1, 4+00) rozlisime nésledujici piipady:

1. ¢ > 0. Potom integrdl konverguje absolutné podle srovnavaciho kritéria

(. . ) _ 2 Sy e
srovnanim s integralem f1+°° e~ (€/22” Plat{ totiz, ze

a,—br—cx?
xr-e T—00

(D 0

a tudiz pro néjaké x, > 0 musi platit, ze pro x > z, je gle—be—ca? < e (c/2)a? <
e~ (/27 Posledni odhad plyne z toho, ze pro & > 1 je 22 > x a funkce eV je
klesajici v proménné y. Konvergenci integralu ffroo e~ (/27 dg 1ze snadno ovéfit
primym vypoctem.
2. ¢ < 0. Integrédl diverguje podle srovndvaciho kritéria srovnénim f(x) >
e—(€/2)2% > o—(c/2)z

3. ¢=0ab> 0. Integral konverguje srovnanim z% % < ¢~ (/2% kter plati pro
x > xp > 1, kde xy, je redlné &islo (které zavisi na hodnoté konstanty b). Odhad
se odvodi pomoci limity obdobné jako v bodé 1.

4. ¢=0ab< 0. Integrdl diverguje srovnénim z%e~t* > ¢~ (0/2)z,

5. ¢ =0 ab=0. Potom (pfipomenime, ze jsme na okoli nekone¢na) integral
konverguje pro a < —1.

Zaver: porovnanim podminky na okolf nuly (¢ > —1) a podminek v bodech 1-5
dostaneme, ze integral konverguje pro a > —1 A¢ > 0 nebo proa > —1 A b >
0 A ¢ = 0. Pak konverguje navic absolutné. Jinak diverguje.



