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Teorie

Př́ıklady

1.

∫ 1

0

xa dx, kde a ∈ R.

Řešeńı:

Protože integrand je nezáporný, stač́ı vyšetřovat absolutńı konvergenci.

Pro a 6= −1 je ∫
xa dx

C
=

xa+1

a+ 1

primitivńı funkćı k funkci xa na (0, 1), a tedy také zobecněnou primitivńı funkćı
na [0, 1]. Odtud je zřejmé, že pro a > −1 integrál konverguje a pro a < −1
diverguje (nebot’ limita zobecněné primitivńı funkce v nule zprava existuje, ale
neńı konečná).

Pro a = −1 je ∫
1

x
dx

C
= lnx

primitivńı funkćı k funkci 1
x
na (0, 1),1 a tedy také zobecněnou primitivńı funkćı na

[0, 1]. Odtud je zřejmé, že pro a = −1 integrál diverguje (nebot’ limita zobecněné
primitivńı funkce v nule zprava existuje, ale neńı konečná).

Závěr: Konverguje (absolutně) pro a > −1.

2.

∫ +∞

1

xa dx, kde a ∈ R

Řešeńı:

Protože integrand je nezáporný, stač́ı vyšetřovat absolutńı konvergenci.

Pro a 6= −1 je ∫
xa dx

C
=

xa+1

a+ 1

primitivńı funkćı k funkci xa na (1,+∞), a tedy také zobecněnou primitivńı
funkćı. Odtud je zřejmé, že pro a < −1 integrál konverguje a pro a > −1
diverguje (nebot’ limita zobecněné primitivńı funkce v nekonečnu existuje, ale
neńı konečná).

1proto nemuśıme psát ve výsledku absolutńı hodnotu
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Pro a = −1 je ∫
1

x
dx

C
= lnx

primitivńı funkćı k funkci 1
x
na (1,+∞), a tedy také zobecněnou primitivńı funkćı.

Odtud je zřejmé, že pro a = −1 integrál diverguje (nebot’ limita zobecněné prim-
itivńı funkce v nekonečnu existuje, ale neńı konečná).

Závěr: Konverguje (absolutně) pro a < −1.

3.

∫ ∞

0

eax dx kde a ∈ R

Řešeńı: diplomka 4.1.1

4.

∫ ∞

e

lna x

x
dx, a ∈ R

Řešeńı: diplomka 4.1.1

5.

∫ ∞

3

x− 1

x2 + 2x
dx

Řešeńı: diplomka 4.1.2

6.

∫ ∞

1

x+ 5

x3 + 3x2 − 1
dx

Řešeńı: diplomka 4.1.3

7.

∫ ∞

0

x

x3 + 1
dx

Řešeńı: Konverguje - u 0 je funkce spojitá, u ∞ srovnáme s 1/x2.

8.

∫ ∞

1

e−x

x
dx

Řešeńı: Konverguje - na intervalu [0, 1] je funkce spojitá, na intervalu [1,∞)
srovnáme s funkćı e−x.

9.

∫ +∞

0

arcctg ax

xb
dx

Řešeńı:

Integrand f je nezáporná funkce, stač́ı tedy vyšetřovat absolutńı konvergenci. K
tomu použijeme limitńı srovnávaćı kritérium a rozklad

∫ +∞

0

arcctg ax

xb
dx =

∫ 1

0

arcctg ax

xb
dx+

∫ +∞

1

arcctg ax

xb
dx

Má-li totiž (absolutně) konvergovat integrál vpravo, pak také konverguj́ı (abso-
lutně) oba integrály vlevo (integrujeme přes menš́ı množinu). Naopak, pokud
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(absolutně) konverguj́ı integrály vpravo, pak také konverguje (absolutně) integrál
vlevo (existenćı integrál̊u je zaručena existence zobecněné primitivńı funkce na
celém intervalu i konečnost integrálu).2

Vyšetřujme nyńı (absolutńı) konvergenci integrálu

∫ 1

0

arcctg ax

xb
dx

Funkce arcctg ax

xb je spojitá a nezáporná na (0, 1], a protože

lim
x→0+

arcctg ax

xb

1
xb

= lim
x→0+

arcctg ax = (π/2)a

je (absolutńı) konvergence vyšetřovaného integrálu ekvivalentńı (absolutńı) kon-
vergenci integrálu ∫ 1

0

1

xb
dx

Př́ımým výpočtem se přesvědč́ıme, že tento integrál konverguje pro b < 1.

Vyšetřujme nyńı (absolutńı) konvergenci integrálu

∫ ∞

1

arcctg ax

xb
dx

Funkce arcctg ax

xb je spojitá a nezáporná na [1,+∞), a protože

lim
x→+∞

xarcctg x = 1,

plat́ı také, že

lim
x→+∞

arcctg ax

xb

1
xa+b

= lim
x→0+

xaarcctg ax = 1,

a tud́ıž je (absolutńı) konvergence vyšetřovaného integrálu ekvivalentńı (abso-
lutńı) konvergenci integrálu ∫ +∞

1

1

xa+b
dx

Př́ımým výpočtem se přesvědč́ıme, že tento integrál konverguje pro a + b > 1 a
diverguje jinak.

Závěr: Integrál konverguje (absolutně), pokud 1 > b > 1− a. Jinak diverguje.

10.

∫ +∞

1

arctan
x

x2 + 1
lna x dx

Řešeńı:

2) Tento krok v následuj́ıćıch př́ıkladech již nebudeme komentovat
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Integrand je nezáporný, stač́ı vyšetřovat absolutńı konvergenci.

Na pravém okoĺı jedničky je

arctan
x

x2 + 1
≈

1

2
, lnx = ln(1 + (x− 1)) ≈ (x− 1)

(jak dostaneme použit́ım Taylorova rozvoje logaritmu v nule). Odtud plyne, že
konvergence integrálu ∫ 2

1

f(x) dx

je podle limitńıho srovnávaćıho kritéria ekvivalentńı konvergenci integrálu
∫ 2

1

(x− 1)a dx

a použit́ım substituce y = x− 1 dostaneme, že tento je ekvivalentńı integrálu
∫ 1

0

ya dy

Posledńı integrál konverguje, a to absolutně, pro a > −1.

Naopak na okoĺı nekonečna je

arctan
x

x2 + 1
≈

1

x

a podle limitńıho srovnávaćıho kritéria je konvergence integrálu
∫ +∞

2

f(x) dx

ekvivalentńı konvergenci integrálu
∫ +∞

2

lna x

x
dx

U tohoto integrálu ale umı́me př́ımo určit primitivńı funkci. Na intervalu (2,+∞)
plat́ı, že ∫

lna x

x
dx =

∫
ya dy =

ya+1

a+ 1
+ C =

lna+1 x

a+ 1
+ C

pro a 6= −1. Odtud př́ımo vyplývá, že integrál konverguje pro a + 1 < 0, tedy
pro a < −1.

Hodnotu a = −1 lze také vyloučit př́ımým výpočtem, ale vzhledem k podmı́nce
u jedničky to neńı nutné.

11.

∫ ∞

1

sinx

x4
dx

Řešeńı: Integrál konverguje absolutně, neb | sinx|
x4 ≤ 1

x4 .
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