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Teorie

typ R (m, Ve + a)
Uvazme nejprve typ R(z, ¥/x + a), kde a je redlné ¢islo a m prirozené ¢islo ostie
vétsi nez 1. 'V takovém piipadé 1ze na intervalu (—a, +00) pouzit substituci

t= %
s prihlédnutim ke vztahtim
r=t", de = me™ 1 dt.
Priklady
1. typ R (3:, v+ a)
(a) f(2) = 1
VI T L0 2E + V)
Reseni:

Pouzijeme substituci ¢t = x. Potom
dt . 1/6),71 -5/6 __ 1
a = () =5 =
a tedy dz = 6t°dt. Odtud vyplyva, ze
1 1 1
dx = 6t°dt =6 | ——————dt
/xu+2¢p+%m ‘ /?W1+%3+ﬁ) t/ﬂ1+ﬁ+2ﬁ)

Trojclen ve jmenovateli mé ziejmé kofen —1 a lze jej tedy rozlozit na tvar
(t 4+ 1)(2t> — t + 1). Déle postupujeme rozkladem na parcialni zlomky.

1 A B Ct+D

tt+1)(2t2 —t+1) t+t+1+2ﬁ—t+1

Prendsobenim jmenovateli dostaneme

1=A{t+1)(2t2 =t +1) + Bt(2t> =t + 1) + (Ct + D)t(t + 1).

Dosazenim ¢t = 0 a t = —1 dostaneme, 7e A =1 a B = —%. Porovnanim

koeficientu u t3 mame, ze 24 + 2B +C = 0, tedy C = —2A — 2B = —%,
a porovnanim koeficientti u linedrniho ¢lenu mame, ze B + D = 0, tedy ze

D=-B= %. Odtud vyplyva, ze

1
tt+ 122 —t+1)

1 11
ot 441 82— Ly



Integraly prvnich dvou ¢lenti jsou zfejmé, posledni ¢len integrujeme dalsim
rozkladem na
3,1 1
16t—34+5 3 2—3 11
t 1 t 1
82— L+l 82— L4l 7162141

Prvni ze sc¢itanci pak lze integrovat substituci jmenovatele, druhy podle
vzorce (viz poznamku v piikladu 77?)

d 2
/ i < arctan ——— 2y b je-li 4q > P2

v2+py+q  JSig—p? NZVEA

Kombinaci vSech vysledkt dostaneme, ze

/ ! do=6 [ o &t
r(1+2yz+ Yz t(L+e2+2t3)

C 6 18 o t 1 2t—7 c
=6lnt—-In(1+¢t)— —In(t"— -+ t =
6 In 4n( +1) 3 n< 2+2) 16\/7arcan\/7l

1
C 3 9 9 3 4 -1
=6lnt——-In(l14+¢)—-In(2t"—t+1) — arctan =

=Inz — §ln(l + Vz)—=In(2Yz — Vo +1) - Q\P)ﬁarctan Z%\ﬁ_l

Ve druhém fadku jsme pouzili fakt, ze In(g(t)) g In(ag(t)) pro kazdé a >
0, tedy ze rozsifenim vyrazu uvniti logaritmu kladnym c¢islem ziskdme az
na konstantu stejny vyraz (se stejnym definiénim oborem). Logaritmy ve
vyrazu muzeme jesté sjednotit do jednoho, napiiklad takto:

§ln v — arctan Wr—1
4 (14 e eya - Ya+ 1) vt =

() flr) = YT
1+ Vo +1
Reseni:
Pouzijeme substitutci ¢ = /x + 1. Potom dz = 6t°dt a

/1—\/x+1d 1=

Y2 dx= dt.
1+ Vo +1 1+ 2

Protoze

B (B + )= 5+ 32—t +1
(=t +1°): (t*+ 1) +t* 4 ++1+t2



je

1—1¢3 1 2t 1 c
6t°dt = 6 L S S, [T dt =
/1+t2 /( Tt + +21+t2 1+¢2
c 6, 65 3, 3 2 2 6
:—?t +5t —|—5t —2t° — 3t +6t+31In(1+1¢*) — 6arctan t, t=+Vzx+1.
© f() !
C rT) = —"7—F5=.
1+ Vz)3Vz
Reseni:

Pouzijeme substituci ¢t = /x. Potom

_— = — g —t
dr 4" 4"

a tedy dx = 4t3dt. Odtud

1 4¢3 4t
/u+%ww#”:/u+Wﬂ“:/a+m“'

Rozklad na parcidlni zlomky hleddme ve tvaru

| N B N C
(1463 1+t (1+1)2 (1+0)3

Prendsobenim jmenovatelem dostaneme
dt=A(1+t)*+B(l+t)+C,
odkud dosazenim ¢t = —1 dostavame, ze C = —4. Déle méame, ze
4t = (A+ B +C) + (2A+ B)t + At?

odkud ihned méame, ze A =0 a B = 4. Tudiz

At 4 4 o 4 P
/(1+t)3dt:/<(1+t)2_(1+t)3) dt:_1+t+(1+t)2

2 + 4t 244y

1+t)2 (14 Yx)2

2. typ R <£L', T/ Zgig)
Vr+1l—+yz -1
(a) f(z) = :
Vr+1++vr—1
Reseni: Definiénim oborem funkee f je interval [1, +00), maximalni otevienou

podmnozinou je interval (1, +o00). Primitivn{ funkei staci ur¢it na tomto in-
tervalu.




Vyraz nejprve upravime vytknutim

[a+1 [a+1
Ve+l-vVz—-1 x—1 ﬁl_l oot 1

\/13—|—1+\/£L'—1 \/l’—l \/x-i—%_i_l %4_1

a poté pouzijeme substituci

r+1
t=4/——
x—1’
odkud mame
1442 de  2t(1— %) +2¢(1+1¢2) 4t
1—t2’ dt (1 —t2)2 (1422
Odtud vyplyva, ze
/\/:U+1 Va1 ”1—1 /tl at
\/x—|—1—|—\/x—1 x+1+1 t+1 (1+t2)2

standardnim rozkladem na parcidlni zlomky dostaneme

_/ 2 2t — 2) 4 dt_/ 2 20 . 2 4 &
B T+t 14+t (1+1¢2)2 B T+t 142 1+t2  (1+12)2

druhy sc¢itanec integrujeme substituci jmenovatele, ¢tvrty napiiklad substi-
tuci t =tg y

2t 1+ 2t
€om |14t|—In(1+#%)42arctan t—2arctan t— e In <1 i tl BEERA

zbyva dosadit za t.

1
T) = .
/(@) f/(x+1)2(x—1)4
Reseni:
Upravme

1 1 z—1\%3
Y (x+1)2(z — 1)* " (-1 (33+1>

a pouzijeme substituci

[zt 1/3 B+1 Az 3t3(1 —3) + 3t2(1 + t3) 612
= xr = —— _— = = .
z+1 ’ 1—¢3’ dt (1 —13)2 (1 —13)2
Odtud také vyplyva, ze
3 3
1 2t
r—1= el 1= .
1—13 1—13

4



Dostavame tak, ze

d 1 —1\** 1—13)? 2
[t o ) e [
Y(x+1)2(x — 1)1 (x—1)2\z+1 4t (1—13)

_ idtg_g—_gg’m_{_l
o2 T Ty T Va1
M1-—x1
/‘ x—dx
l+xx
. 1—=z
_V1+x

1—¢2
r=—-7=
142
— 4t

Reseni:

tedy

1—z1 1+¢2 —4tdt —4t2dt -2 2
—de= [t = = + dt =
l+zx 1—t2(1+1t%)? (1—t2)(1+1¢?) 1—t2  1+41¢
1+t
1—¢

2arctan ¢t — In

Dosazeni a podminky nechany na ¢tenari.
3. typ R (w, Var? + bx + c)
(a)
/ SN S
Va2 +2z+4
Reseni: Substituce Va2 +2x +4 — 1z =t

(t—2)(t +2)
C201-t)

Qe —HF2—4
T o2

¢ili



/ (t—2)(t+2) 1 —t2+2t—4dt_
\/27 _ t—2)(t+2 — )2 -
x4 +2x+4 2(1 t) t+ ( 2(:3( 5 ) 2(1 t)
/1(t+2) 1/ t—1 3 gt =
2 (1—1t)2 2 t—1)2 (t—-1)2
1 3
—= 2In|t — 1|+ —
5 <t+ n|t y+t_1>
Zbytek prace na ¢tenari.
(b) 1
€Tr) =
fle) L+vV—a24z+2
Reseni: viz http://is.muni.cz/do/sci/UMS /el /analyza/pages/specialni-integracni-
metody.html
374
(c) 1
flz) =

(0 OVa? tar1

Reseni: viz http://is.muni.cz/do/sci/UMS /el /analyza/pages/specialni-integracni-

metody.html
375
(d)
f(@) = !
z+Ver+ar—1
Reseni: viz http: //is.muni.cz/do/sci/UMS /el /analyza/pages/specialni-integracni-
metody.html
376
4. Ostatni
1 .
a T) = . ReSeni:
(8) f() 1+Vz+V1+z
Pouzijeme substituci
t=+vz+V1+a.
Potom
2 - 1\? dr _, 21 422242 £2-1 241
2t ’ dt 2t 4¢2 t 2t2
a mame
1 (-1 +1 1 (=12 +1 1 (B3 —2+t—1
[Ty G L P S R PO L
1+ t 2t3 2 3 2 3

dt






