
13. cvičeńı
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Teorie

Př́ıklady

1. (a) f(x) =
1

2 sinx− cosx+ 5
.

Řešeńı: Funkce f je zřejmě spojitá na R, a tud́ıž k ńı na R existuje prim-
itivńı funkce. K jej́ımu nalezeńı použijeme substituci t = tg x

2 na každém
z interval̊u Ik = (−π + 2kπ, π + 2kπ), kde k ∈ Z. Podle transformačńıch
vztah̊u máme, že na každém z interval̊u Ik plat́ı

∫

1

4t− 1 + t2 + 5 + 5t2
dt ==

∫

1

3t2 + 2t+ 2
dt

C
=

1√
5
arctan

3t+ 1√
5

=
1√
5
arctan

3tg x

2 + 1√
5

.

Můžeme tedy psát, že

F (x) =

∫

1

2 sinx− cosx+ 5
dx =

1√
5
arctan

3tg x

2 + 1√
5

+ Ck, x ∈ Ik.

Zřejmě

lim
x→(π+2πk)−

F (x) =
π

2
√
5
+ Ck, lim

x→(π+2πk)+
F (x) = − π

2
√
5
+ Ck+1.

Z požadavku spojitosti na funkci F v bodě (π + 2πk) tedy vyplývá, že

π

2
√
5
+ Ck = − π

2
√
5
+ Ck+1

odkud ihned máme, že

Ck+1 =
π√
5
+ Ck.

Tato podmı́nka volbou jedné libovolné z konstant Ck určuje všechny ostatńı.
Např́ıklad indukćı lze lehko ukázat, že

Ck =
πk√
5
+ C0, k ∈ Z.

Pro funkci F tedy můžeme psát

F (x) =















1√
5
arctan

3tg x

2 + 1√
5

+
πk√
5
+ C0, x ∈ (−π + 2πk, π + 2πk)

(2k + 1)π

2
√
5

+ C0, x = π + 2πk
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Protože v́ıme, že F ′(x) = f(x) pro každé x ∈ ∪k∈ZIk, z věty o limitě derivace
d́ıky spojitosti funkce f na R vyplývá, že F ′(x) = f(x) i ve styčných bodech
jednotlivých interval̊u, tedy na celém R.

(b)
∫

dx

1 + sinx

Řešeńı: substituce t = tg x

2

dx =
2dt

t2 + 1

sinx =
2t

t2 + 1

tedy

∫

dx

1 + sinx
=

∫

2dt

t2 + 1

1

1 + 2t
t2+1

=

∫

2dt

t2 + 2t+ 1
=

∫

2dt

(t+ 1)2
= −2

1

t+ 1

Zpětná substituce:

F (x) := −2
1

tg x

2 + 1

a to na intervalu (−π;π) + 2kπ, to je ze substituce tg x

2 . Dále máme
podmı́nky, sinx 6= −1, tedy x 6= −π/2 + 2kπ. Také máme podmı́nky
tg x

2 6= −1, které ale dávaj́ı stejnou podmı́nku na x 6= −π/2.

A jdeme lepit (VOLSF):
lim

x→π−
F (x) = 0

lim
x→−π+

F (x) = 0

takže nemuśıme funkce nijak posouvat a je třeba dodefinovat krajńı body,
udělat podmı́nky a připojit konstantu.

F̃ (x) =

{

−2 1
tg x

2
+1 + c x ∈ (−π + 2kπ;π + 2kπ) \ {−π/2 + 2kπ}
0 + c x = π + 2kπ

V bodech −π/2 neleṕıme, primitivńı funkce tam v̊ubec neńı definovaná a
ani p̊uvodńı integrál tam nedává smysl.

Na závěr se ještě pod́ıváme na substituci. Je druhého typu (vyjadřujeme
dx). φ−1(t) = tg x

2 , tedy φ : x = 2arctan t. Tedy φ je z R do (−π, π), což
nám zároveň dává intervaly, na nichž jsme źıskali primitivńı funkci. (Neza-
pomene aplikovat podmı́nky, t 6= −1.)

Věta o substituci ř́ıká, na jakých intervalech máme primitivńı funkci a kde
ji máme lepit. Ne, že by nás to nenapadlo bez ńı, ale věta ř́ıká, že to děláme
legálně.
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(c)
∫

dx

2− sinx

Řešeńı: Jako výše, t = tg x

2 . Máme

∫

dx

2− sinx
=

∫

2dt

t2 + 1
· 1

2− 2t
t2+1

=

∫

dt

t2 − t+ 1
=

∫

4

3

dt
(

t− 1

2
√

3

2

)2

+ 1

=
2√
3
arctan

2t− 1√
3

Zpětná substituce:

F (x) :=
2√
3
arctan

2tg x

2 − 1√
3

na intervalu (viz výše) (−π, π) + 2kπ

Lepeńı (VOLSF):

lim
x→π−

F (x) =
π√
3

lim
x→−π+

F (x) = − π√
3

Tedy budeme posouvat o 2π√
3
a dodefinujeme v krajńıch bodech pomoćı právě

zjǐstěných limit, přidáme konstantu.

Celkem máme:

F̃ (x) =

{

2√
3
arctan

2tg x

2
−1

√
3

+ kπ 2√
3
+ c x ∈ (−π + 2kπ;π + 2kπ)

π√
3
+ kπ 2√

3
+ c x = π + 2kπ

Podmı́nky substituce jsou stejné, jako u prvńıho př́ıkladu.

(d)
∫

sin2 x

1 + sin2 x
dx

Řešeńı: Funkce je sudá v obou proměnných, tedy t = tanx, sin2 x = t2

t2+1
,

dx = dt
1+t2

. Máme:

∫

sin2 x

1 + sin2 x
dx =

∫ t2

t2+1

1 + t2

t2+1

· dt

t2 + 1
=

∫

t2

(1 + t2)(2t2 + 1)
dt =

∫

dt

1 + t2
−
∫

dt

2t2 + 1
= arctan t− 1√

2
arctan

√
2t

3



Tedy

F (x) = arctan tanx− 1√
2
arctan

√
2tanx

Tangens je definován na (−π/2;π/2), tedy k lepeńı potřebujeme

lim
x→π

2
−
F (x) =

π

2
− 1√

2

π

2
=

(√
2− 1√
2

)

π

2

lim
x→−π

2
+
F (x) = −π

2
+

1√
2

π

2
= −

(√
2− 1√
2

)

π

2

Celkem:

F̃ (x) =











arctan tanx− 1√
2
arctan

√
2tanx+ kπ

√
2−1√
2

+ c

x ∈ (−π/2 + kπ;π/2 + 2π)
π

2

√
2−1√
2

+ kπ
√
2−1√
2

+ c x = π

2 + kπ

Substituce byla 2. typu. φ : x = arctan t je definována na R, zobrazuje do
(−π/2;π/2), kde je pak také definovaná primitivńı funkce.

(e) f(x) =
1 + sinx

2 + cosx
Řešeńı:

Ilja Černý

str. 154, př. 9.11b

(f) f(x) =
sin2 x− cos2 x

sin2 x+ 4 cos2 x
Řešeńı: Ilja Černý

str. 155, př. 9.11c

(g) f(x) =
1

sin2 x+ 2 cos2 x
Řešeńı: Ilja Černý

str. 139, př. 9.6

(h) f(x) =
1

sinx+ 2
Řešeńı:

Holicky Kalenda str. 25

2. (a) f(x) = max{1, x2}
Řešeńı:

http://is.muni.cz/do/sci/UMS/el/analyza/pages/zakladni-integracni-metody.html
346
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(b) f(x) =
√
x6

Řešeńı:

Plat́ı, že
√
x6 = |x3|. Na intervalu x ∈ (0,+∞) plat́ı, že

∫ √
x6 dx =

∫

x3 dx =
x4

4
+ C1

Na intervalu x ∈ (−∞, 0) plat́ı, že
∫ √

x6 dx =

∫

(−x3) dx = −x4

4
+ C2

Primitivńı funkce ovšem existuje na celém R, pokud se obě funkce shoduj́ı
v bodě 0, tedy pokud C1 = C2 (princip lepeńı). Primitivńı funkce jsou tedy
určeny vztahy

F (x) =











−x4

4 + C x < 0
C x = 0
x4

4 + C x > 0

kde C znač́ı všude stejnou konstantu, avšak libovolně volenou.

(c) f(x) = | sinx|
Řešeńı:

Protože f je spojitá na R, má také na R primitivńı funkci. Tud́ıž má také
primitivńı funkci na všech otevřených podmnožinách R a tato primitivńı
funkce muśı být ve všech bodech spojitá, nebot’ má ve všech bodech vlastńı
derivaci | sinx|.
Nejprve urč́ıme neurčitý integrál k f na intervalech (0 + 2kπ, π + 2kπ) a
(π + 2kπ, 2π + 2kπ), kde k je libovolné celé č́ıslo. Protože

f(x) =

{

sinx x ∈ (0 + 2kπ, π + 2kπ)
− sinx x ∈ (π + 2kπ, 2π + 2kπ)

plat́ı, že libovolná primitivńı funkce k funkci f na R má tvar

F (x) =

{

− cosx+Ak x ∈ (0 + 2kπ, π + 2kπ)
cosx+Bk x ∈ (π + 2kπ, 2π + 2kπ)

kde Ak, Bk jsou konstanty. V bodech 2kπ je potřeba zajistit, aby funkce F
byla spojitá, a tud́ıž limita zleva byla rovna limitě zprava. Z toho vyplývá,
že

− cosx+Ak = cosx+Bk−1 pro x = 2kπ =⇒ −1 +Ak = 1 +Bk−1

=⇒ Ak = 2 +Bk−1

− cosx+Ak = cosx+Bk pro x = π + 2kπ =⇒ 1 +Ak = −1 +Bk

=⇒ Bk = Ak + 2 = 4 +Bk−1

Z toho vyplývá, že funkce F je jednoznačně určena volbou kterékoliv kon-
stanty Ak nebo Bk pro jedno libovolně volené celé č́ıslo k.
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(d) f(x) =
√
1− sin 2x

Řešeńı:

Sledujte výpočet.

∫ √
1− sin 2x dx =

∫

√

cos2 x+ sin2 x− 2 sinx cosx dx

=

∫

√

(cosx− sinx)2 dx =

∫

| cosx− sinx| dx

Nyńı hledejme primitivńı funkci zvlášt’ na intervalu (0, π4 ), kde

∫

| cosx− sinx| dx =

∫

(cosx− sinx) dx = sinx+ cosx+ C1

a na intervalu (π4 , π), kde

∫

| cosx− sinx| dx =

∫

(sinx− cosx) dx = − cosx− sinx+ C2.

Abychom dostali primitivńı funkci na celém intervalu (0, π), muśıme zajistit,
aby v bodě π

4 byla spojitá, tedy aby platilo

sin
π

4
+ cos

π

4
+ C1 = − cos

π

4
− sin

π

4
+ C2

√
2 + C1 = −

√
2 + C2

C2 = 2
√
2 + C1.

Volbou jedné z konstant C1 nebo C2 je tedy primitivńı funkce jednoznačně
určena. Naopak, jednu z těchto konstant můžeme volit zcela libovolně.

Je možné ověřit, že nalezená funkce je v bodě π

4 je diferencovatelná (výpočtem
derivace zleva a zprava pomoćı limity) a derivace má správnou hodnotu.
Neńı to ale nutné, protože funkce f je spojitá na (0, π) a primitivńı funkce
tedy existovat muśı, je nutně spojitá (nebot’ má vlastńı derivaci v každém
bodě) a na intervalech (0, π/4) a (π/4, π) je až na konstantu určena jed-
noznačně nalezenými vztahy. Dodefinovat ji v π/4 lze d́ıky požadavku spo-
jitosti pouze jedńım zp̊usobem.
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