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Teorie

Piiklady

L () fla)= !

~ 2sinz —cosxz+ 5

Reseni: Funkce f je ziejmé spojitd na R, a tudiz k nf na R existuje prim-
itivn{ funkce. K jejimu nalezeni pouzijeme substituci ¢ = tg § na kazdém
z intervalu Iy = (—n + 2knw, 7w + 2kw), kde k € Z. Podle transformaénich
vztahu mame, Ze na kazdém z intervalu I, plati

1 1 c 1 3t+1
dt == ———— dt = —arctan
4t — 1 +t2 + 5 + 5t2 32+ 2t +2 NG NG
1 3tg 5 +1
= —arctan ————.

V5 V5

Muzeme tedy psét, ze

1 1 3tg 5 +1
F(z) = dz = —arctan ——2— + C}, € 1.
(=) /25inm—cosm—|—5 v \/Barc o V5 ok TE Tk
Ziejmeé
I Flz)= "_+C I F(z) " tc
im x)=—— , im r)=——+ .
r—(m+27k)— 2\/5 k x—(m+27k)+ 2\/5 h

Z pozadavku spojitosti na funkci F' v bodé (7 4 27k) tedy vyplyvad, ze

s s

— 4+ Cf = +C
25 k W k+1

odkud ihned mame, ze
T

Chiq =
L=

Tato podminka volbou jedné libovolné z konstant Cj uréuje vSechny ostatni.
Napiiklad indukci 1ze lehko ukazat, ze

wk
Cr = —= + Cy, ke Z.
k 75 0

Pro funkci F' tedy muzeme pséat

+ C..

1 Stg +1 7k
V5 V5

+ Cb, r=m+2nk

+Co, z € (—m+ 21k, 7w+ 27k)



Protoze vime, ze F'(x) = f(x) pro kazdé x € Ugez I, z véty o limité derivace
diky spojitosti funkce f na R vyplyvd, ze F'(x) = f(z) i ve styénych bodech
jednotlivych intervalud, tedy na celém R.

/ dx
1+sinz

Reseni: substituce t = tg 5
2dt
de = ——
t2+1
. 2t
sine = ——
t2+1
tedy
/ dx _/ 2dt 1 _/ 2dt _/ 2dt _ 1
1 +sinx 2+11+ 2 242t +1 (t+1)2 t+1
Zpétna substituce:
1
F(r) = —2——

a to na intervalu (—m;7) 4 2km, to je ze substituce tg 5. Dale mdme
podminky, sinx # —1, tedy * # —n/2 + 2kw. Také mame podminky
tg § # —1, které ale davaji stejnou podminku na z # —m/2.

A jdeme lepit (VOLSF):

Jm F(@) =0

takze nemusime funkce nijak posouvat a je tfeba dodefinovat krajni body,
udélat podminky a pripojit konstantu.

F(zx) = _2@“ r € (—m 4 2km; w4 2km) \ {—7/2 + 2k7}
O+c z=m+2krm

V bodech —m/2 nelepime, primitivni funkce tam viubec neni definovani a
ani puvodni integrél tam nedava smysl.

Na zaveér se jesté podivdme na substituci. Je druhého typu (vyjadiujeme
do). ¢~ 1(t) = tg 5, tedy ¢ : x = 2arctan t. Tedy ¢ je z R do (—m,7), coz
nam zaroven ddva intervaly, na nichz jsme ziskali primitivni funkci. (Neza-
pomene aplikovat podminky, ¢ # —1.)

Véta o substituci tika, na jakych intervalech mame primitivn{ funkci a kde
ji mame lepit. Ne, ze by nas to nenapadlo bez ni, ale véta iika, ze to déldme
legalné.



/ dx
2 —sinx

Reseni: Jako vyse, t = tg 5. Mame

/dx _/th 1 _/ a
2—sinz ) £24+1 2-F ) 2—t+1

2t
+1
/ 4 dt 2 ) 2t — 1
———————— = —arctan
3/, 1\?2 3 3
5
Zpétna substituce:
2 2tg £ —1
F(z) := —=arctan T

V3 3
na intervalu (viz vyse) (—m, ) + 2k7
Lepeni (VOLSF):

T

lim F(x) = —
T—HT— () \/g
. T
@) =-—7

Tedy budeme posouvat o % a dodefinujeme v krajnich bodech pomoci prave
zjisténych limit, priddme konstantu.

Celkem mame:

Fla) = { %arctan Ztg\/%?;l + k‘ﬂ'% +c x€(—m+2km;m+ 2kn)

%%—kﬂ%—l—c z=m+2knm

Podminky substituce jsou stejné, jako u prvniho piikladu.

(d)
sin? x
1+ sin“x
Reseni: Funkce je sudd v obou proménnych, tedy ¢ = tanz, sin®z = %,

dzr = 1%2. Mame:

.2 2 2
/ sin“z . _ / 21 dt _ / t qf —
1 +sinz 1+ tQil 2 +1 (1+¢2)(2t2+1)

dt de 1
/ e — / % 1 = arctan t — Earctan \/it




Tedy

1
F(x) = arctan tanz — ——arctan v/2tanz

V2

Tangens je definovdn na (—7/2;7/2), tedy k lepeni potfebujeme

T 17

li F == - ——

[ Fle) =5 =53

T 1 7
lim F =—— 4+ —==-=—

Celkem:
arctan tanx — %arctan \/Qtana: + k7
F(x) = x € (—m/2+ kmym/2+ 2m)

V21 V2-1

Substituce byla 2. typu. ¢ : x = arctan t je definovana na R, zobrazuje do

V2-1

V2

+c

(—m/2;7/2), kde je pak také definovand primitivni funkce.

1+sinz
)= 2 4 cosx
Reseni:

Ilja Cerny
str. 154, pi. 9.11b

B sin? z — cos? x

Ji(x)  sin?x +4 cos?x
Reseni: Ilja Cerny
str. 155, pf. 9.11c

1
]i(x)  sin?a +2cos?w
Reseni: Ilja Cerny
str. 139, pi. 9.6

1

f:(m) " Sing + 2
Reseni:
Holicky Kalenda str. 25

F(2) = max{1,2%}
Resenti:

http://is.muni.cz/do/sci/UMS /el /analyza/pages/zakladni-integracni-metody.html
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r=75+km



(b)

f(@) = Vab
Reseni:
Plati, ze V% = |23|. Na intervalu x € (0, +00) plati, ze

4
/\/de:/x?’dxzz-i-cl

Na intervalu x € (—o0,0) plati, ze
4

/@dx:/(x3)dx:z+02

Primitivni funkce ovSem existuje na celém R, pokud se obé funkce shoduji
v bodé 0, tedy pokud C; = Cy (princip lepeni). Primitivni funkce jsou tedy
urceny vztahy

—%4 +C <0

Fz)=«( C =0

% +C >0
kde C' znaé¢i vSude stejnou konstantu, avsak libovolné volenou.
f(z) = |sina
Reseni:
Protoze f je spojitd na R, ma také na R primitivni funkci. Tudiz ma také
primitivni funkci na vSech otevienych podmnozindch R a tato primitivni
funkce musi byt ve viech bodech spojité, nebot mé ve vsech bodech vlastni
derivaci | sin z|.
Nejprve uréime neurcity integral k f na intervalech (0 + 2kw, 7w + 2kw) a
(m + 2k, 2 4 2k7), kde k je libovolné celé ¢islo. Protoze

@) = sinz  x € (0+ 2km, 7+ 2kn)
| —sinz x € (7 + 2km, 27 + 2kT)

plati, ze libovolnd primitivni funkce k funkci f na R ma tvar

Flo) = —cosz+ A € (04 2km, m+ 2km)
| cosz+ By  x€ (7 +2km, 21 + 2km)

kde Ay, By jsou konstanty. V bodech 2k7 je potieba zajistit, aby funkce F'
byla spojitd, a tudiz limita zleva byla rovna limité zprava. Z toho vyplyva,
ze
—cosx + A =cosx + Bp_1 prox =2kmr — —1+ A =1+ By_1
= AL, =2+ Bp_1
—cosz + A = cosx + By, prox=m+2kr — 14+ Ay =—-1+ By
=4 Bk:Ak+2:4+Bk_1

7 toho vyplyvé, ze funkce F' je jednoznacné urcena volbou kterékoliv kon-
stanty Ay nebo By pro jedno libovolné volené celé ¢islo k.



(d) f(z) =+v1—sin2z
Reseni:
Sledujte vypocet.

/m dr = / \/00521‘ +sin?z — 2sinz cosz dz
:/\/mdx:/\cosx—sinﬂ dz
Nyni hledejme primitivni funkei zvl1ast na intervalu (0, ), kde
/ |cosx —sinzx| doe = /(cosx —sinz) de =sinz + cosx + C
a na intervalu (7, ), kde
/\cosx —sinz| doe = /(sin:c —cosx) dex = —cosx — sinx + Co.

Abychom dostali primitivni funkeci na celém intervalu (0, 7), musime zajistit,
aby v bodé 7 byla spojita, tedy aby platilo

. ™ ™ L.
smz—kcosz—i—Cl——cosZ—st—i-Cg
V24 C1=—V2+Cy
02:2\/§+Cl.

Volbou jedné z konstant C nebo Cy je tedy primitivni funkce jednoznacné
urcena. Naopak, jednu z téchto konstant muzeme volit zcela libovolné.

Je mozné ovérit, Ze nalezend funkce je v bodé 7 je diferencovatelna (vypoctem
derivace zleva a zprava pomoci limity) a derivace ma spravnou hodnotu.
Neni to ale nutné, protoze funkce f je spojitd na (0,7) a primitivni funkce
tedy existovat musi, je nutné spojitd (nebot m4 vlastni derivaci v kazdém
bodé) a na intervalech (0,7/4) a (w/4,7) je az na konstantu urcena jed-
nozna¢né nalezenymi vztahy. Dodefinovat ji v 7/4 lze diky pozadavku spo-
jitosti pouze jednim zpusobem.



